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VORREDE. 



Es war ursprünglich die Absicht des Verfassers , in dem 
vorliegenden Buche nicht mehr zu geben, als er zu einem 
Leitfaden ^ür seine an dem hiesigen Polytechnicum gehal- 
tenen Vorlesungen bedurfte. Aber bei der Ausarbeitung zeigte 
sich bald so sehr das Bedürfniss, für jene in der Technik 
üblichen Untersuchungen eine feste Basis zu. gewinnen, dass 
er sich entschloss, ein Lehrbuch der Elasticitätstheorie zu 
versuchen, welches, so viel der Raum es gestattete, ein voll- 
ständiges System dieser Lehre in Grundlage und Anwendung 
darstellen sollte, wie dies namentlich durch- die schrmen Un- 
tersuchungen von Kirchhoff und de Saint- Venant heute schon 
möglich wird. Dabei musste allerdings manches kurz, und 
vor Allem dasjenige ausführlicher behandelt werden, was zur 
Herstellung des Systems erforderlieh war. So muss denn in 
Bezug s^ut die analytischen Transformationen, welche Lame 
bezüglich der Grundgleichungen der Elasticität mit so grosser 
Eleganz ausführen gelehrt hat, auf das bekannte und weit 
verbreitete Werk dieses ausgezeichneten Gelehrten verwiesen 
werden. Ebenso wurden alle jene interessanten Untersuchun- 
gen ausgeschlossen , welche als Theorie des Lichts ein beson- 
deres und grosses Feld für sich einnehmen, und welches viel- 
leicht später dem Verfasser besonders zu behandeln vergönnt 
sein wird. 

Hingegen schienen , dem ursprünglichen Zwecke gemäss, 
die Arbeiten von de Saint- Venant über Stäbe von endlichem 
Querschnitt eine ausführliche Darstellung zu beanspruchen; 
um so mehr, als sie sich mit Kirchhoffs Arbeiten über sehr 
dünne Stäbe in Verbindung setzen Hessen, und so eine natür- 
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liehe Brücke entstand, welche schrittweise von der strengsten 
Theorie zu den in der Anwendung üblichen Formeln über- 
leitete. 

Man wird finden, dass parallel diesen Untersuchungen, 
welche nur thcilweise Neues enthalten, andere gehen, welche 
grösstentheils neu sind , und zu einer Klasse von bisher wenig 
versuchten Anwendungen führen können. Wie man Stäbe 
betrachtet, zuerst von beliebigen, dann aber von sehr kleinen 
Querdimensionen, so lassen sich Scheiben untersuchen, denen 
man wieder zunächst eine endliche, dann aber eine sehr ge- 
ringe (unendlich kleine) Dicke beilegt. Man gelangt so zu 
Resultaten, welche KirchhofFs berühmte Theorie der Klang- 
figuren einschliessen , und welche mannigfacher Ausführung 
fähig scheinen, wenn auch freilich die ohnehin bedeutend 
angewachsene Ausdehnung des Buchs oft nur Andeutungen 
gestattete. Auch diese werden vielleicht, bei so interessanten 
Gegenständen, nicht unwillkommen sein. 

Man kann natürlich nicht erwarten, Probleme der an- 
gedeuteten Art ohne einen Theil jener Hülfsmittei behandelt 
zu sehen, welche die Integralrechnung darbietet. Ich habe 
versucht diese Hülfsmittei so viel als möglich zu beschränken, 
imd keinerlei Sätze und Anschauungen zu benutzen, welche 
erst durch das Studium der höchsten Theile der Integral- 
rechnung zugänglich werden. Man wird hierbei unterstützt 
durch eine allgemeine Eigenschaft mathematisch - physica- 
lischer Untersuchungen. In allen diesen werden die mathe- 
matischen Schwierigkeiten durch die aus der Natur der Sache 
entspringenden Anschauungen so sehr erleichtert, dass der 
Leser und Lernende im Stande ist, sich bequem über Pro- 
bleme hinzubewegen, welche in rein mathematischer Fassung 
zu überwinden die äusserste Anstrengung erfordern würde. 
Ja, es wird für das Studium dieser Gebiete, wenn man das 
physicalische Interesse allein im Auge behält, grossen theils 
die Kenntniss der betreffenden rein mathematischen Theorien 
weder nothwendig, noch selbst besonders forderlich. Ich er- 
innere mir an Alles, was die Theorie der partiellen Diffe- 
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rentialgleichungen betrifft, und was nicht leicht in den An- 
wendungen irgendwie zur Benutzung gelangen dürfte. 

Hoflfentlich ist die Zeit nahe, in welcher man aufliörcn 
wird, von dem Studium der mathematischen Physik wegen 
eingebildeter Schwierigkeiten zurückzuschrecken. Und man 
wird dann vielleicht sehen, dass eben diese physicalischen 
Studien für den Mathematiker, nach Ueberwindung der Ele- 
mente seiner Wissenschaft, den passcndstcjii Eingang zu jenen 
höheren und abstracteren Theilen bilden, welche, unmittel- 
bar angegriflfen, oft fremdartig und dunkel ersscheincn, welche 
aber uns befreundet entgegenkomnujn und zum weitern Aus- 
bau einzuladen scheinen, nachdem wir sie», in dem farben- 
reichen Gewände physicalischor Anwendung kennen gelernt 
haben. 

Ich habe nichts weiter zu thun, als das Buch der wohl- 
wollenden Nachsicht der Mathematiker, der Physiker und 
aJler Techniker zu empfehlen, denen ein tieferer Einblick 
in die Natur der von ihnen angewandton Operationen am 
Herzen liegt. 



Carlsruhe, den 30- September 1S62. 



A. Clebsch. 
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Theorie elastischer Körper von überall 
endlichen Dimensionen. 



§ 1. lieber die allgememen Vontelliingen , welche der Theorie 
der elastischen Körper zu Grunde liegen. 

Die Mechanik im engern Sinne beschäftigt sich mit der Theo- 
rie der starren Körper. Indem man von der Erfahrungsthat- 
sache ausgeht, dass jeder Körper, unter dem Einfluss von Kräf- 
ten, welche eine gewisse von der Individualität des Körpers ab- 
hängige Grenze nicht überschreiten, so kleine Geslaltsverände- 
rungen erfährt, dass dieselben sich der Wahrnehmung ganz oder 
nahezu entziehen, gelangt man zu der Vorstellung, dass die Mo- 
leküle des Körpers, schon bei äusserst geringer Veränderung 
ihrer gegenseitigen Lage hinreichend energische innere Kräfte 
entwickeln, um den von aussenher wirkenden Kräften, sobald 
sie die erwähnte Grenze nicht überschreiten, das Gleichgewicht 
zu halten. Freilich wird immer eine gewisse, wenn auch noch 
so kleine Näherung oder Entfernung der Moleküle des Körpers 
hiezu erforderlich sein ; aber dieselbe wird um so kleiner ausfal- 
len, je energischer die gegenseitige Einwirkung der Moleküle 
auf einander ist, und so kann man sich als Abstraction einen 
Körper vorstellen , bei welchem die durch die äussern Kräfte her- 
vorgebrachten Innern Verschiebungen sich der Null in beliebig ho- 
hem Grade nähern und endlich ganz verschwinden. Indem man 
sich erlaubt diese Abstraction au Stelle des wirklichen Körpers un- 
terzuschieben , betrachtet man diesen als starr, und er wird un- 
ter einer solchen Anschauungsform Gegenstand der Mechanik dtü* 
starren Körper. 

Clebsch, Theorie elast. Körper. ^ 



— 2 — 

Diese Abstraction kann als erste Annäherung angesehen wer 
den, deren man in vielen Problemen sich mit Erfolg bedient, und 
welche im Wesentlichen darin besteht, dass man die kleinen Ver- 
schiebungen der Moleküle gegen einander vernachlässigt gegenüber 
ihren ursprünglichen Abständen. 

Aber in vielen Fragen der Technik und der Physik ist es 
nicht mehr erlaubt, bei einer Annäherung dieser Art stehen zu 
bleiben. Vielmehr lässt sich eine grosse Anzahl von Problemen 
nur behandeln, indem man auf jene Verschiebungen, wie klein 
dieselben auch immer sein mögen, Rücksicht nimmt. Man nennt 
einen Körper elastisch, insofern man die kleinen Gestaltsver- 
änderungen berücksichtigt, und darf diese Art, den Zustand ei- 
nes Körpers zu betrachten, als zweite Annäherung an den 
wirklichen Sachverhalt bezeichnen; als Annäherung in der That; 
denn es wird keineswegs nöthig sein die eintretenden Verschie- 
bungen in den kleinsten Theilen des Körpers mit vollkommener 
Genauigkeit zu behandein; vielmehr wird man immer im Auge 
behalten , dass dieselben gegen die ui^sprüngiichen Dimensionen 
derselben sehr klein sind, und dass man also die höhern Poten- 
zen der erstem gegen die der letztern unbedenklich vernachläs- 
sigen kann, ja selbst m u s s , wenn man sich der folgenden An- 
schauungsweise bedient. 

Wenn man die Bedingungen für das Gleichgewicht oder die 
. Bewegung desjenigen Systems von Molekülen aufstellt, welches wir 
einen festen Körper nennen, und dabei die Verschiebungen benach- 
barter Moleküle ihrem ursprünglichen Abstand gegenüber immer als 
sehr klein betrachtet, so sondern die Gleichungen, welche jenen 
Bedingungen entsprechen, sich sofort in zwei Klassen. Die Glei- 
chungen der ersten Klasse enthalten endliche Grössen neben den 
sehr kleinen , ja wenn* man w ili unendlich kleineu Verschiebun-. 
gen der Moleküle; und in diesen Gleichungen ist es dann ollen- 
bar erlaubt, die letztern den erstem gegenüber zu vernachlässi- 
gen, oder den Körper als starr zu betrachten. Man erhält auf 
diese Weise die gewöhnlichen Gleichungen für das Gleichgewicht 
und die Bewegung starrer Körper; und man gelangt zu dem wich- 
tigen Schluss, dass die Bedingungen für das Gleichge- 
wicht und die Bewegung eines starren Körpers noch 
gültig bleiben müssen wenn derselbe als elastisch 
betrachtet wird. Aber neben diesen Gleichungen treten noch 
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andere auf, Combiriationen eigentbümliclier Art, aus welchen die 
endlichen Glieder völlig verschwunden sind, und welche daher 
sofort in die identische Gleichung = übergehen , sobald man 
die Verschiebungen der Moleküle nebst den andern etwa darin 
auftretenden Grössen derselben Ordnung gleich Null setzt. In 
Gleichungen dieser Art ist es daher zwar erlaubt höhere Poten- 
zen dieser kleinen Grössen den ersten gegenüber zu vernachläs- 
sigen, aber diese selbst müssen nothwendig beibehalten werden, 
da die Gleichungen dann in der That vollkommen den Charakter 
von Gleichungen haben, welche zwischen endlichen Grössen be- 
stehen. Denn denkt man sich die Grössen der ersten Ordnung, 
welche in diesen Gleichungen vorkommen, beibehaltej[) und divi- 
dirt, da die endlichen Terme fehlen, durch einen derselben, so 
erhält man sofort Gleichungen , in welchen nur noch die Ver- 
hältnisse der sehr kleinen Grössen , also vollkommen endliche 
Grössen, auftreten. In diesem Sinne kann man es sich deutlich 
machen, dass auch bei verschwindend kleinen Verschiebungen 
der Moleküle gegen einander dennoch eine Reihe von Gleichun- 
gen auftreten, welche man in der Theorie der starren Körper 
nicht mehr erhält, und welche ausschliesslich geeignet sind, über 
die Zustände im Innern des Körper Aufschluss zu geben. 

Aber es ist vor Allem wesentlich das eine festzuhalten , dass 
man in der Theorie nur solche Veränderungen in den Dimensio- 
nen der kleinsten Theile eines Körpers behandelt, welche den 
Dimensionen selbst gegenüber sehr klein sind. Jeder Körper wird 
in einem solchen Zustande befindlich sein können, sobald die 
äussern Kräfte innerhalb gewisser Grenzen liegen. Diese Grenzen 
selbst sind sehr verschieden, und für gewisse sehr elastische 
Körper, wie Kautschuk, so niedrig, dass sie in der Wirklichkeit 
fortwährend überschritten werden. Die Theorie schliesst daher 
von vorn herein die gewöhnlich eintretenden Zustände von Kör- 
pern dieser Art aus, für deren Studium in der That auch die 
erfahrungsmässige Kenntniss noch fehlt. 

Hingegen findet sie sofort ihre Anwendung auf diejenigen 
Materialien, bei deren technischer Anwendung gewisse Forderun- 
gen der Beständigkeit und Festigkeit gestellt werden , wie auf 
Holz und Eisen. Körper dieser Art dürfen nur Kräften unter- 
worfen sein , welche eine gewisse Grenze nicht überschreiten ; 
sobald grössere Kräfte angewandt werden, ist man sehr bald nicht 

1* 
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mehr sicher, oh die molekularen Veränderungen in dem Körper 
wirklich nur vorübergehender Natur sind, und ob sofort wieder 
die ursprüngliche Gestalt zurückkehrt, sobald die äussern Kräfte 
aufhören zu wirken. Treten aber in Folge der äusseren Kräfte 
bleibende Gestaltsveränderungen ein, ist die Elasticiläts- 
grenze überschritten, so ist der Körper inr Grunde nicht 
mehr der frühere, durch Veränderung der molekularen Gleich- 
gewichtslagen ist ein neuer Körper entstanden; das veränderlich 
gewordene Material ist nicht mehr zuverlässig und somit tech- 
nisch nicht mehr verwendbar. 

Bei den erwähnten Materialien ist die Lage der Elasticitäts- 
grenze so beschaffen , dass selbst wenn sie erreicht ist, die Ge- 
staltsveränderungen der kleinsten Theile gegen die ursprünglichen 
Dimensionen derselben sehr klein sind. Nimmt man noch hinzu» 
däss wegen der möglichen und stets zu befürchtenden Heteroge* 
neität des Stoffes man es vorziehen wird, bedeutend unterhalb der 
durchschnittlichen Elasticitätsgrenze des Materials zu bleiben, so 
leuchtet ein , dass in der That in den Zuständen solcher Körper 
die oben angeführten Vorstellungen vollkommen zutreffen, dass 
man wirklich berechtigt ist, die Gestaltsveränderungen der klein* 
sten Theile als Grössen erster Ordnung gegen die ursprünglichen 
Dimensionen derselben zu betrachten. Und man erkennt die Gren- 
zen innerhalb deren die Theorie anwendbar ist; eine Theorie, 
welche ihren Grundprincipien nach weder auf die Ausdehnungen 
der Körper über die Elasticitätsgrenze hinaus, noch etwa auf die- 
jenigen mathematisch undefinirbaren Zustände anwendbar ist, 
welche dem Bruch, der völligen Zerstörung des Körpers voran- 
gehen. 

Wenn die kleinsten Theile eines Körpers verhältnissmässig 
kleine Veränderungen erfahren, so gilt dies im Allgemeinen 
auch für den ganzen Körper selbst. Aber dieser Schhiss erfährt 
einige Ausnahmen, welche man von vorn herein im Auge behal- 
ten muss, um nicht in sehr wesentliche Irrthümer zu verfallen. 
Diese Ausnahmen treten alsdann ein , wenn von den Dimensionen 
des Körpers eine oder mehrere überall oder doch an einzelnen 
Stellen sehr klein sind. Eine dünne elastische Feder, eine dünne 
Scheibe, können so gebogen werden, dass ihre Enden oder Bän- 
der ihre gegenseitige Lage sehr wesentlich ändern, wahrend doch 
die kleinsten Theile dieser Körper nur unmerklich verschoben sind. 
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AusDahmen dieser Art treten auch ein , wenn eine Dimension 
des Körpers ausserordentlich gross wird , wie bei den Betrach- 
tungen über Säulenfestigkeit, wo die Vernachlässigung dieser Ue- 
^ berlegung die widersinnigsten Vorstellungen zur Folge gehabt hat. 

§ 2. Ansdehnimg eines unkrystallinisohen Parallelepipedons dnroh 
normale Zug- oder Dmok-Kräfte. Seitliohe Contraotion. 

Betrachten wir, um die Zustände eines elastischen Körpers 
unter der Einwirkung äusserer Kräfte zu untersuchen, ein recht- 
winkliges Parallelepipedon mit den Kanten a, b,c; das Material des- 
selben sei homogen, unkrystallinisch, so dass also die innere Structur 
nach allen Richtungen die nämliche ist. Lassen wir auf zwei ge- 
genüberliegenden Seitenflächen (bc) desselben gleichmässig vertheilte 
Zugkräfte in normaler Richtung wirken, in der Weise , dass auf die 
Flächeneinheit eine KraJft P wirkt. In Folge derselben wird eine 
Verlängerung des Paralleiepipedons in Richtung der Zugkraft ein- 
I treten, eine Verlängerung, deren Grösse abhängig ist von dem 
Material des Körpers , so wie offenbar proportional der Länge 
der entsprechenden Kante. Dieser neue Gleichgewichtszustand 
wird nicht eher eintreten können, als bis die Moleküle des Kör- 
pers sich soweit von einander entfernt haben, dass je zwei nächste 
senkrecht gegen die Zugrichtung liegende Schichten einander 
mit derselben Kraft anziehen, mit welcher sie auseinandergezo- 
gen werden. Es entsteht also im Innern des Körpers im Sinne 
der Zugrichtung eine Spannung, welche, nach der auf die 
Flächeneinheit wirkenden Kraft beurtheilt, durch die Zahl P dar- 
gestellt wird. Die Veränderung , welche hiebe! die Entfernung 
zweier nächsten Moiekülschichten erleidet, und somit auch die 
Verlängerung a, welche jede Längeneinheit der mit der Zug- 
richtung parallelen Kante a des Paralleiepipedons erfährt, sind 
ofifenbar in irgend einer unbekannten Weise von der Spannung P 
abhängig. Oder umgekehrt ist die Kraft P, welche erforderlich 
ist, um in der Längeneinheit die Verlängerung a hervorzubringen, 

ein Function von a, 

P = f{a). 

Von dem Zusammenhang der Grössen P, a wissen wir nur , dass 
beide gleichzeitig verschwinden. Da ferner a eine sehr kleine 
Grösse ist , so kann man f (a) sich nach Potenzen von a ent- 
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wickelt denken ; und in dieser Reihe , welche kein von a unab- 
hängiges Glied enthalten kann , weil P mit a verschwinden soll, 
darf man sodann die höhern Potenzen von a gegen die erste ver- 
nachlässigen. So wird denn, bei kleinen Gestaltsveränderungen, 
P mit a proportional oder: 

P = E.a, 

und E ist nur noch von der Substanz des Körpers abhängig. 

p 

Die Zahl E, welche sehr gross sein muss, damit a = — 

für mäsöge Werthe der Zugkraft P sehr kleine Werthe anneh- 
men könne, heisst der Elasticitätsmodul des Materials. 
Eine unmittelbar anschauliche Bedeutung erhält diese Zahl, wenn 
man die Zugkraft P gleich i setzt. Es wird alsdann 

1 
"= E' 

d.h. der reciproke Werth des Elasticitätsmoduls stellt 
die Verlängerung dar, welche die Längeneinheit er- 
fährt, wenn der Körper der Zugkraft l auf jede 
Querschnittseinheit unterworfen wird. 

Inzwischen ist die Ausdehnung in Richtung der Zugkraft 
nicht die einzige Veränderung , welche mit dem betrachteten 
Körper vor sich geht. Denn während er sich in dieser Rich- 
tung ausdehnt, zieht er sich erfahrungsmässig in jeder darauf 
senkrechten Richtung zusammen , so dass jede Längeneinheit der 
Querdimensionen eine Contraction erfahrt, welche einem bestimm- 
ten Bruchtheil der vorhin untersuchten Ausdehnung gleichkommt. 
Die Grösse dieses Bruchtheils ist für verschiedenartige Materia- 
lien verschieden; man kann aber leiclit schliessen, dass derselbe 
nicht mehr als ^ betragen kann. Zu diesem Ende hat man nur 
die Veränderung des Volumens zu untersuchen , welche durch 
die Ausdehnung hervorgebracht wird , und welche erfahrungs- 
gemäss unmer positiv ist. Ein Kubus im Innern des Parallelo- 
pipedons, welcher ursprünglich die Seite l hatte» besitzt, nach- 
dem die Verlängerung eingetreten ist, wenn ft den oben erwähn- 
ten Bruchtheil bezeichnet, die Kanten l -|- a, 1 — fta, l — fta, und 
somit das Volumen 

(l + «) (I — iia)\ 



^ 
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welches, wenn man höhere Potenzen der sehr kleinen Zahl fi ver- 
nachlässigt in 

1 + (I — 2(i)a 

Übergeht. Jede Volumeneinheit des Körpers ist also um {1 —■ ^)a 
vergrössert; und dies kann nur eine wirkliche Vergrösserung dar- 
stellen, wenn l — 2fi positiv ist. Es muss also ft kleiner als | 
sein. 

Diese Betrachtungen gelten sofort noch, \( enn P und a negativ 
werden ; d. h. wenn eine Druckkraft die Längsrichtung des Körpers 
verkürzt, während die Querdimensionen sich gleichzeitig vergrössern. 
Man sieht also, dass innerhalb der Grenzen, für welche diese 
Betrachtungen überhaupt gültig sind , die von Druckkräften her- 
vorgebrachten Effecte denjenigen genau gleich und entgegen- 
gesetzt sind , welche aus ebenso grossen Zugkräften entspringen. 
Dies ist wirklich innerhalb der hier eingehaltenen engen Grenzen 
der Fall, während für grössere Ausdehnungen oder Verkürzun- 
gen die Erfahrung das Gegentheil nachweist. Aber sobald es 
nicht mehr erlaubt ist, höhere Potenzen von a zu vernachlässigen, 
hört in der That der hier gemachte Schluss auf; es ist dann die 
zur Hervorbringung einer Verlängerung a nothwendige Zugkraft 
P = f[a) derjenigen , welche dieselbe Verkürzung hervorbringt 
nicht mehr nothwendig gleich und entgegengesetzt, da /"( — a) 
im Allgemeinen nicht gleich — f{a) sein darf. 

Innerhalb der innegehaltenen Grenzen bestimmen die beiden 
Coefücienten £, ft völlig das Verhalten eines elastischen Körpers. 
Beide sind für verschiedene Substanzen verschieden, und nur der 
zweite in die angegebenen Grenzen und ^ eingeschlossen. 

§ 3. Venchiebimg paralleler Schichten des Körpen gtgtn 

einander. 

Ausser durch Druck und Zug kann indess das betrachtete 
elastische Parallelepipedon noch auf eine dritte Art verschoben 
werden, indem jeder Querschnitt in seiner eigenen Ebene fort- 
rückt, so dass, während die einzelnen Querschnitte unver- 
ändert bleiben, die Längsrichtung a in eine schiefe Lage 
kommt. Denken wir uns nämlich vier Flächen des Körpers, 
etwa diejenigen , welche auf den Kanten a, b senkrecht sind, 
durch Kräfte ergriffen , welche über jene Flächen gleichmässig 
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yertheilt sind, und deren Richtungen folgendermassen bestimmt 
seien. Diejenigen Kräfte, welche eine gegen a senkrechte Fläche 
angreifen, sollen in dieser Fläche liegen und der Kante h parallel 
sein , so aber, dass sie in der gegenüberliegenden Fläche die ent- 
gegengesetzte Richtung haben ; die Kräfte , weiche an den . zu h 
senkrechten Flächen angreifen, sind ebenso mit a parallel und 
ebenfalls in den beiden Parallelflächen entgegengesetzt gerich- 
tet. Die ersteren Kräfte sind dann, wenn die auf die Flächen- 
einheit wirkende Kraft durch P dargestellt wird , äquivalent 
einem Kräftepaar P.hc mit dem Hebelarm a. Ebenso sind 
die andern Kräfte , wenn für diese die auf die Flächenheit wir- 
kende Kraft durch Q bezeichnet \\ird, äquivalent einem Kräfte 
paar Q.ac mit dem Hebelarm h. Damit diese Kräfte sich, das 
Parallelepipedon als starr betrachtet, das Gleichgewicht halten, 
ist nur nothig, dass die Kräftepaare entgegengesetzt zu drehen 
bemuht sind, und dass die Momente beider Kräftepaare gleich 
seien, oder dass iß = P. Dieselbe Bedingung muss also auch 
noch für das Gleichgewicht des elastischen Körpers erfüllt sein. 

Die Wirkung, welche solche Kräfte auf das Parallelepipedon 
ausüben, besteht offenbar darin, dass das Rechteck ab \n ein 
Parallelogramm übergeht» dessen Seiten dann nicht mehr rechte 

Winkel, sondern die Winkel — +_ q> gegen einander bilden, wo 

q> den sehr kleinen Verschiebungswinkel angiebt. Die Grösse 
dieses Winkels ist von der Grösse der Kraft P, sowie von 
der Natur des Körpers abhängig ; und da durch eine massig 
grosse Kraft P nur ein kleiner Winkel (p hervorgebracht wird, 
so kann man, ganz wie es oben mit der Ausdehnung der Län- 
geneinheit geschah, P mit q> proportional setzen, oder 

(1) P = F.(p, 

Der CoefjQcient F inzwischen lässt sich leicht durch die Coef- 
ficienten E und fi ausdrücken mit Hülfe der folgenden Betrach- 
tung. 

Kehren wir zu dem Parallelepipedon zurück in derjenigen 
Lage, in welche es durch eine Zugkraft versetzt wird, welche 
der Kante a parallel ist. Die Grösse derselben sei IC, Nehmen 
wir ferner a = b an, so dass ein Schnitt des Körpers ein 
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Quadrat wird, uod denken uns den Körper durch eine Ebene 
getbeilt, welche durch die Diagonale des Quadrats parallel der 
dritten Kante hindurchgeht. Wird von dem Körper durch diesen 
Schnitt also ein dreiseitiges Prisma abgetheilt, so kann dieses 
ses. nicht anders in der durch Anwendung der Zugkraft K ursprüng- 
lich hervorgebrachten Gleichgewichtslage verharren , als wenn auf 
die neue Schnittfläche tangentiale und normale Kräfte gleichmässig 
vertheilt werden. Die Grösse derselben ist leicht zu bestimmen. 
Die tangentialen Kräfte , welche für die Flächeneinheit die Grösse 
T haben mögen, müssen sich mit der entsprechenden Compo- 
nente von K das Gleichgewicht halten. Zerlegen wir K nach der 
Normale und Tangente der neuen Schnittfläche, mit welcher K 
einen Winkel von 45® bildet, so wird jede seiner Componenten 

gleich K . y\. Nimmt man hinzu, dass die Fläche, an welcher 

A!' wirkt, sich zu der Angriffsfläche von T wie 1 : j/2 verhält, so 
findet sich als Bedingung des Gleichgewichts zwischen T und 
der tangentialen Componente von K\ 

Ty% = --=L oder T = -, 

Dies zeigt dass die zu der Schnittfläche parallelen Ebenen in dem 
Parallelepipedon so gegen einander verschoben sein müssen, dass 

die tangentiale Kraft - erforderlich ist, um sie in der verscho- 
beneu Lage zu erhalten. Nach dem vorigen wird also eine durch diese 
Ebenen gelegte Gerade, welche auf denselben ursprünglich senk- 
recht war, gegen dieselben in Folge der Zugkraft JC einen Win- 

kel — — q) bilden, wo (p aus der Formel (l) zu berechnen ist, 

2 AT 

indem man an Stelle von P die tangentiale Kraft — setzt ; ^er 

es muss sein: 

Aber dieser Winkel g> lässt sich leicht direct auffinden. Denn 
jene ursprünglich gegen die Schnittebene senkrechte Linie ist 
nichts anderes als die zweite Diagonale des Quadrats. Sollen nun 

beide Diagonalen den Winkel - — (p einschliessen , nachdem 

darch die Zugkraft IC die Seiten des Quadrats respective die Län- 



'? 
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in a (l + — ) und a (l — ^-— j angenommen haben, so ist 



gel 
demnach: 

1 — - — 

(n w\ E 

r - 1) = -— ^= 

oder wenn man berücksichtigt, dass q) sehr klein ist, so dass 
man seine Tangente mit dem Bogen verwechseln kann: 

1 — - 1 — ^ 

2 E 



oder endlich, mit Vernachlässigung sehr kleiner Grössen höherer 
Ordnung : 

<P = ^ (* + ^)- 

Diese Formel giebt, mit dem vorher erhaltenen Ausdruck von g> 

verglichen : 

^ ^ E 

was die gesuchte Darstellung ist. Man sieht sofort, da (i zwi- 
schen und ^ liegt, dass die Zahl ^ nie grösser sein kann als 
die Hälfte , und nie kleiner als ein Drittheii des Eiasticitäts- 
naoduls. 



§ 4. Gleichgewicht des Parallelepipedons unter dem Einfluss 
beliebig gerichteter Zug- oder Druckkräfte, welche über die 

Flachen gleichförmig vertheüt sind. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, den Gleichgewichts- 
zustand eines Parallelepipedons zu bestimmen, dessen Seitenflä- 
chen durch beliebig gerichtete , gleichmässig über jede Fläche 
vertheilte Zugkräfte angegriffen werden. Um diesen Fall aus 
dem Vorigen zu entwickeln, hat man sich nur eines allgemei- 
nen mechanischen Princips zu erinnern, welches bei der Theo- 
rie kleiner Schwingungen angefähi*t zu werden pflegt, und wel- 
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ebes im wesentliehen darin besteht, dass eine Reihe von Ursa- 
chen, deren jede einzeln eine sehr kleine Wirkung hervorruft, 
in ihrem Zusammentreffen nur die Summe jener Einzeiwirkungen 
erzeugen. Wird also das Parallelepipedon durch beliebige, auf 
seine Oberfläche wirkende Kräfte ergriffen , so kann man diese 
in der Weise zerlegen , dass jede einzelne Kraft einfach Wirkun- 
gen nach Art der eben betrachteten hervorbringt, und sodann 
die Summe aller Wirkungen untersuchen. 

Betrachten wir irgend zwei parallele Flächen des Körpers, 
etwa die beiden , welche gegen die Kante a senkrecht gerichtet 
sind. Auf diese beiden Flächen sollen gleich grosse und gleich 
aber entgegengesetzt gerichtete Kräfte wirken. Ich zerlege die- 
selben nach den Richtungen der Kanten a,h, c und bezeichne 
die entstehenden Componenten bezüglich durch 

für die eine Fläche, durch dieselben Grössen mit entgegengesetz- 
tem Zeichen für die gegenüberliegende. Ebenso zerlege ich die 
Kräfte , welche auf die gegen h senkrechten Flächen wirken, in 
die Componenten 

'fl» Ut* *f8» 

nebst den entgegengesetzten für die Parallelflächen; und endlich 
die Kräfte , welche auf die zu c senkrechte Fläche wirken , in 
die Componenten 

'si» *af» ^88* 

Auf diese Weise entstehen die Zugkräfte ^n, /,,, /„ parallel den 
Kanten; ausserdem aber Kräftepaare, welche das Parallelepipe- 
don nach Art der oben betrachteten verschieben. Diese Kräfte- 
paare müssen , damit Gleichgewicht bestehen könne , nach dem 
Vorigen paarweise gleich sein, so dass 

'l« =^ 'fl» ^81 ^^ 'l8» 't3 ==^ *8f 

Sonach werden also die Kanten des Körpers a, h, c ausgedehnt 
und zugleich die Winkel verändert ; wobei nur im Auge zu be- 
halten ist, dass die Veränderung in der Länge jeder Kante nicht 
nur Folge der in ihrer Richtung wirkenden Zugkraft, sondern 
auch Folge der Verkürzung ist, welche die in den andern Rich- 
tungen wirkenden Zugkräfte bedingen. Jede dieser Verlängerungen 
erscheint also als Differenz einer, durch die entsprechende Zug- 
kraft hervorgebrachten wirklichen Verlängerung, und der durch die 
andern beiden entstehenden Verkürzungen. 
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Bezeichnet man sonach durch 

a {\ + a\h (I- + ß\ c {\ + y) 
die veränderten Längen der Kanten ; und bilden unter dem Ein- 
fluss der Kräfte t die Kanten 

TT 

b , c den Winkel — — w 

c , a den Winkel y 

2 '^ 

a , ft den Winkel tI; 

2 ^ 

gegen einander, so sind die Werthe der sehr kleinen Grössen 



(I +^) 
(1 +fi) 

(I + f^)' 

Untersuchen wir jetzt die molekularen Zustände im Innern des 
Körpers welche nothwendig in allen Punkten desselben völlig gleich- 
artig siojd. Um einen beliebigen Punkt im Innern werde, bevor der 
Körper den äussern Kräften unterworfen ist, eine Kugel beschrie- 
ben, welche sonach alle diejenigen Moleküle in ihrer Oberfläche ent- 
hält, welche ursprünglich von dem Mittelpunkte gleichweit abstan- 
den. Diese Kugel geht durch die Verschiebungen, welche der Körper 
erflihrt, in eine andere Fläche über, und man erkennt leicht, dass 
dieselbe ein Ellipsoid wird, welches von der Kugelgestalt nur wenig 
abweicht. Denken wir uns zuerst die Kräfte ^,,, /«s, ^33 auftretend. 
Hierdurch werden die drei Dimensionen der Kugel, welche den 
Kanten a, b, c parallel sind, in verschiedenem Maassstabe ausgedehnt, 
an Stelle der Kugel tritt also ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen 
den Kanten a, b, c parallel sind , während die Längen derselben, 
den Radius der Kugel gleich r angenommen, gleich 

r (1 + «), r (1 + ß), r (1 + y) 
sind. Treten nun die Kräfte /,„ /j,, r„ hinzu, so werden weiter 
keine Ausdehnungen oder Verkürzungen erzeugt. Aber die Kräfte 
/,3 verschieben die zu der Fläche 6, c, parallelen Schichten des 
EUipsoids gegen einander, ebenso verschieben die Kräfte i^ die 
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zu a, c parallelen Schichteo, und die Kräfte t^^ die zu a, b paral- 
lelen. Durch keine dieser Gestaltsveränderungen hört das Ellip- 
soid auf, ein solches zu sein ; die Punkte ferner, welche ursprung- 
lich einer Hauptaxe angehörten, sind nach der Verschiebung die 
Verbindungslinien der Mittelpunkte paralleler Schnitte. Daher 
zeigt es sich, dass diese Linien, welche noch immer den Kanten 
des verschobenen Parallelepipedons parallel bleiben, und also eben- 
falls die Winkel 9?, %, — — t/; gegen einander ein- 

^ M M 

schliessen, conjugirte Durchmesser des EUipsoids werden. Und so 

kann man den Salz aufstellen: 

die Punkte des Körpers, welche ursprünglich eine 
Kugeloberfläche bilden, liegen nach der Verschie- 
bung auf einem EUipsoid, welches drei conjugirte 
Durchmesser besitzt, die den Kanten des verscho- 
benen Prismas parallel sind, deren Längen aber 
sich verhalten wie 

1 + a : 1 + ß : 1 + y, 
durch«, jSjy die Verlängerungen bezeichnet, welche 
die Längeneinheiten der drei Kanten bei der Ver- 
schiebung erfahren. 

§ 5. Das Elasticitäts- EUipsoid, 

Von grösserer Wichtigkeit ist ein anderes EUipsoid, welches 
im Innern des Körpers construirt werden kann und welches die 
Spannungen im Innern unmittelbar darstellt. Denken wir uns 
nämlich durch einen beliebigen Punkt des Parallelepipedons einen 
Schnitt gelegt, welcher den Körper theilt. Damit der frühere 
Gleichgewichtszustand aufrecht erhalten werde, muss man dann 
auf die Schnittfläche gewisse gleichförmig vertheilte Zugkräfte wir- 
ken lassen, welche im Allgemeinen nicht gegen diese Fläche senk- 
recht sein werden, und diese Zugkräfte sind offenbar keine andern 
als diejenigen elastischen Kräfte, mit welchen der abgeschnitten 
gedachte Körpertheii in Wirklichkeit auf den betrachteten wirkt. 
Wir erhalten also die elastischen Spannungskräfte, welche im Innern 
des Körpers auftreten > sobald wir nur jene Zugkräfte so bestim- 
men, dass der abgeschnitten gedachte Theil des Prismas, ein 
Tetraeder, sich im Gleichgewichte befindet. 



- 14 — 

Denken wir uns Coordinatenaxen, welche, durch den betrach- 
teten Punkt gehend, den Kanten des Körpers parallel sind. Be- 
zeichnen wir durch p, g, r die Winkel, welche die Normale der 
Schnittebene mit diesen Axen bildet, und durch tt, k, q die Win- 
kel, welche die auf dieser Fläche anzubringende Zugkraft mit den- 
selben Axen einschliesst. Diese letztere Kraft selbst sei, auf die 
Einheit der Fläche bezogen, T, und f die Grösse dieser Fläche. 
Alsdann ist die absolute Grösse der auf diese Fläche wirkenden 
Totalkrafl Tf, und ihre Componenten sind 

Tf cos TT, Tf COSX5 Tf C0S(». 

Die unteren Seitenflächen des Tetraeders sind die Projec- 
tionen von f auf die Coordinatenebenen, deren Grösse offenbar re- 
spective /" cosp, f cosq, f cosr ist; demgemäss wirken auf diese 
Seiten des Körpers folgende Gesammtkräfte: 

Nach der XAxe: /,i .f cosp, ^,, ./* cosg, ^ji ,f cosr 
Nach der YAxe: /,, ./* cosp, /,t ,f cosq, ^3, ./* cosr 
Nach der ZAxe: tn.f cosp, U^-f cosq, U^-f cosr. 

Die Bedingungen also, unter welchen die Kraft 7 diesen Kräften 
das Gleichgewicht hält, sind, mit Uebergehung des Factors f: 

!T cos TT = <,j cosp + /,, cosq + /31 cosr 
T cosx == /,, cosp + /j, cosq + ht cosr 
r C0S9 = /,3 cosp + /i3 cosq + /33 cosr. 

Diese Gleichungen bestimmen zusammen mit der bekannten 
Gleichung ' 

cos'yr -j- cos'x + cos*^ = 1 

TöUig die Kraft T und ihre Richtung, so dass man also die Grösse 
und Richtung der Spannung angeben kann, welche ein irgendwo 
im Körper gedachtes ebenes Flächenstück auszuhalten hat. 

Aber um die Grösse und Richtung dieser Zugkräfte für ver- 
schiedene durch denselben Punkt gelegte Ebenen mit einander 
vergleichen zu können, bedient man sich einer geometrischen 
Deutung der Gleichungen (2), welche im Wesentlichen von Lame 
herrührt 

Löst man die Gleichungen (2) nach den Veränderlichen cosp, 
cos 9, cosr auf und bezeichnet durch J den gemeinschaftlichen 
Nenner, welcher bei dieser Auflösung eintritt, 

^ == '11 'm ^88 T" 2 /|t 'i3 '31 'll 'm 'm 'si 'sS 'i» > 

SO wie durch J^^y zf,, etc. die folgenden Ausdrücke: 
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""11 ^=^ '2t ^38 ^13» 

<^7j3 = ^ji ^22 ^lf> 



^\t = '«3 ^81 '33 'if 



SO erhält man die Auflösungen der Gleichungen 2 in folgender Form: 

!J ,do%p = T [J^x cos^r + Jx^ cosx + -^is cos^) 
J .Q^QSq = T (-^,, cos TT + 2^21 cosx + -^«8 C0S(>) 
^ . COSr = r (^j, cos TT + -^81 cosx + ^33 COS(»). 

Untersucht man jetzt den Punkt, in ^velchem die Oberfläche 
zweiter Ordnung 

(durch k eine beliebige Gonstante bezeichnet), deren Mittelpunkt 
in dem betrachteten Punkte, dem Anfangspunkt der Goordinaten 
selbst liegt, von der Richtung der Zugkraft T getroffen wird, so 
ist in jenem Puncte offenbar 

X \ y \ z ^= cos^r : cosx : cos^. 

Es verhalten sich also cosj9 : cosg : cosr wie die Differential- 
quotienten der Fläche (4) nach x, y, z, was das Kennzeichen dafür 
ist, dass p, q, r der Richtung der Normale im Punkte x, y, z 
angeben. Sonach ist also die Tangentenebene des Punktes x, y, z 
mit def Schnittfläche parallel, deren Zugkraft nach x,y,z gerich- 
tet war, oder mit anderen Worten: 

leder durch den betrachteten Punkt gelegten 
Ebene entspricht als Richtung der sie angreifen- 
den elastischen Zugkraft die Richtung des in Be- 
zug aufdie Fläche (4) ihr conjugirten Durchmessers. 

Trägt man nun ferner auf dieser conjugirten Richtung die 
Grösse der Zugkraft T selbst auf, und führt dasselbe für alle 
durch den Anfangspunkt gehenden Ebenen aus, so erhält man 
eine neue Fläche, welche durch ihre Radien die elastischen Kräfte 
der Richtung und Grösse nach darstellt. Doch nur in Verbin- 
dung mit der Fläche (4) gestattet sie eine einfache Uebersicht der 
Verhältnisse. Denn jeder Radius der neuen Flache giebt 
Richtung und Grösse derjenigen Zugkraft an, welche 
die dieser Richtung in Bezug auf die Fläche (4) con- 
jugirte Ebene auszuhalten hat. 

Die neue Fläche ist ein Ellipsoid, was mit der Fläche (4) nicht 
nothwendig der Fall ist. in der That, man erhält diese neue 
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Fläche, das Elasticitätsellipsoid, indem man bemerkt, dass 
die Coordinaten eines Punkts desselben die Grössen 

. a: = r cos/>, y =b T cosq, z = T cosr 
sind. Setzt man dies in die Formel (3) ein und addirt dann die 
Quadrate jener Gleichungen, so kommt: 
(5) . . 2/* =^(.^11 X + J^^y + 2^,3 zY + (^„ X + J^^y + J„ z)* 

In dieser Gleichung kommen nur noch die Veränderlichen 
X, y, z vor; und man hat. also die Gleichung einer Fläche zwei- 
ter Ordnung vor sich. Sie hat abermals ihren Mittelpunkt im 
Anfangspunkte; und da der rechte Theil offenbar positiv ist, so 
dürfen die x, y, z auf keine Weise unendlich gross werden : die 
Fläche kann daher nur ein Ellipsoid sein. Sprechen wir somit 
den Satz aus: * 

Wenn man durch einen Punkt des Körpers 
sämmtliche möglichen Ebenen legt, und die auf 
sie wirkenden Zugkräfte der Richluiig und Grösse 
nach als Radien einer Fläche betrachtet, so wird 
dieselbe das Ellipsoid (5). 



§ 6. Hauptspannungen; Hauptax^n des Elasticitätsellipsoids. 

Es giebt nun immer gewisse Richtungen, in welchen die 
Zugkraft auf der Ebene, welcher sie angehört, senkrecht, steht. 
Um dieselben zu finden, hat man weiter nichts zu thtin, als in 
den Gleichungen (3) die Winkel tt, x, ^ zusammenfallen zu lassen 
mit p, q, r; alsdann gehen jene Gleichungen über in die drei 
Gleichungen 

!(/,, — 7^ cosp + ^„ cos^' + ^,3 co5r == 
f,2 cosp + (tjt — T) CÜS2' + ^,3 cosr = 
Uz cosp + i.^i cosg + (/js - T) cosr = 0, 

Welche aiLSser den Verhältnissen von cosp : cos g : cos r noch die 
unbekannte Grösse T enthalten, die Grösse der Zugkraft, welche 
der gesuchten Ebene entspricht. Eliminirt man die Verhältnisse der 
Cosinus aus den Gleichungen (6), so ergiebt sich eine cubische 
Gleichung für J; 

(1) \ ® ^ ^^«* "" ^ ^^" ~ ^^ ^^'' - n + 2 /„ ^31-^,2 

^ • ' - ('ii. •- T) tl — (/„ — T) tl — (^33 - T) t\, = 0. 



^. 
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Diese cubische Gleichung hat immer reelle Wurzeln, wie so- 
gleich gezeigt werden soll. Mau schliesst also daraus: 

In dem Körper giebt es immer drei Ebenen, 
deren Zugkräfte auf denselben senkrecht stehen; 
die drei entsprechenden Zugkräfte sind die Wur- 
zeln der Gleichung (7). 
Um die Richtungen der Ebenen selbst zu flnden, denen diese 
Zugkräfte angehören, bemerke man, dass, die Gleichung (7) als 
erfüllt vorausgesetzt, die Gleichungen (6) nur noch zwei von ein- 
ander verschiedene Gleichungen darstellen. Indem man die erste 
oder die zweite oder die dritte derselben auslässt, gewinnt man 
drei verschiedene Bestimmungen für die Verhältnisse der Cosinus, 
nämlich : 

cosj^: cos g : cos r = 

= ^it'23 — /i8(^2t— ^:^3i tit — itAln — T) : (^„ — r)(f„-r)— /?,. 
In diesen Gleichungen ist sogleich auffallend, dass die Hori- 
zontalreihen der 9 Ausdrücke rechts den Verticalreihen genau 
gleich sind; also nicht nur die Horizontalreihen, sondern auch 
die Verticalreihen stellen die Verhältnisse der cos;?, cosq, cosr 
dar. Man schliesst daraus leicht, dass die 6 verschiedenen Aus- 
drücke, die auf der rechten Seite auftreten, sich verhalten, wie 
die Quadrate und Producte dieser Cosinus; mit andern Worten, 
dass es immer eine Zahl m giebt, so dass 

(incos2p=aB(r„— r)(^a3— J) — 4; m cos 3^ cos r= ^a,/,,— /„(/»,— ^ 
mcos*q={i,^--T){ii,—T)^il; mcosrcosp=/„f„— ^a, (/„— T) 
mcos*r=(^,,— r)(f„— T) — rfj; mcospcosg=f,a^3i— ^«(^33— 3f). 

Diese Gleichungen geben die einfachste und übersichtlichste 
Bestimmung dieser Cosinus an. Den unbestimmten Factor m be- 
stimmt man leicht aus der Bedingung, dass die Summe der drei 
Cosinusquadrate 1 sein muss; es findet sich durch Addition der 
ersten drei Gleichungen (8). 
m = (/„-r) (/a3- ^ + (^33 - T) (/h -T) + t,, — I) (/„ - T 

*23 *S1 *lf> 

oder wenn man die Gleichung (7) zu Hülfe nimmt: 
(8a) , . m = - — , 

Clebsch, Theorie elast. Körper. - 2 
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wodurch endlich die Gosibus ihre vollständige Bestimmung erhal- 
ten. In der That findet sich dann aus (8): 



(9) 



cosq 



y 


d T 




, / ('« - 


- T) (<„ -Ti- 


- n, 


V 


de 




,/('.'- 


- T) (t„- T) - 


- <!. 



cosr 

y d s 



d T 

Die Vorzeichen der Quadratwurzeln sind so zu wählen, dass 
den anderen Gleichungen (8) noch genügt wird; wodurch sämmt- 
liche Zeichen bis auf ein allen gemeinsames Vorzeichen hestim- 
men. Diese letzte Unhestimrotheit, wonach sämmtliche Gosinus 
gleichzeitig mit entgegengesetzten Zeichen genommen werden 
dürfen, ist in der That gleichgültig; sie kommt darauf hinaus, 
dass die Normale einer Fläche ebensowohl nach der einen als 
nach der anderen Seite gezogen werden kann. 

Es soll nun gezeigt werden, wie die drei Richtungen, für 
welche die Zugkraft auf ihrer Ebene senkrecht steht, gegen ein- 
ander liegen; so wie dass sie die gemeinschaftlichen Hauptaxen 
des Elasticitätsellipsoids und der Fläche (4) sind. Bezeichnen wir 
zu diesem Ende durch T', J" zwei Wurzeln der Gleichung (7), 
und durch p\ q\ /, p\ q\ r\ die zugehörigen Werthe von p^ 
g, r. Man findet dann sofort aus (6), indem man darin p, q, r 
durch p\ q\ r ersetzt, dann jene Gleichungen respective mit 
cosp'^ cosg", cos/' multiplicirt und sie endlich addirt: 

jK (cos/> cosp" + cosg' cosgr" 4" cosr' cosr") =: 
= t\x cosp cosp" -|- ^23 (cosg' cosr" -|- cosr' cosy") 
+ tff cosq' cosg" -|- /,, (cosr' cosp" + cosp' cosr") 
+ 's8 cos/ cosr" -|- /„ (cosp' cos^^" + cosg' cosp") 

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert sich nicht, wenn 
man die einmal gestrichenen Buchstaben mit den zweimal ge- 
strichenen vertauscht; dasselbe muss also auch von der linken 
Seite gelten. Auch in dieser ändert sich der zweite Factor 
nicht, wohl aber der erste; und wenn nicht etwa T' = T", muss 
daher nöthwendig 
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(10) . . cos p' cos p" + cos q' cos g" + cos / cos /' = 
sein. Diese Gleichung sagt aus, 

dass jede zwei der betreffenden Zugrichtungen, 
wofern nicht etwa die entsprechenden Wurzein 
der Gleichung (7) gleich werden, auf einander senk- 
recht stehen. 
Sind also alle Wurzeln ungleich, so bilden diese drei Zug- 
richtungen drei auf einander senkrechte Linien. Man kann die- 
selben zu neuen Coordinatenaxen wählen und nennt man die 
neuen Goordinaten X, Y, Z, den Richtungen der drei Zugkräfte 
T\T'\ T'" entsprechend, bezeichnet man auch durch p\ q"\ r" 
die der dritten Zugrichtung entsprechenden Winkel, so hat man 
für die Coordinatentransformation die Formeln: 

]^ z=z X cosp' '\' y cosq + z cosr 
Y z=: X cosp" + y cosq" + z cosr" 
= X cosp + y cosq + • cosr . 

Es ist nun leicht, direct einzusehen, welche Ausdrücke man 
erhält, wenn man in die Gleichungen der Flächen (4), (5) diede 
neuen Goordinaten einführt. 

Man kann nämlich offenbar das Parallelepipedon ebensowohl 
durch die ursprünglichen Flächen begränzt denken, als durch 
irgend drei Paar gegen einander senkrechter Flächen, vorausge- 
setzt nur, dass man auf diese neuen Flächen die Zugkräfte wir- 
ken lässt , welche in dem gegebenen Körper ihren Richtungen 
entsprechen. Dadurch ändert sich der innere Zustand des Kör- 
pers nicht im Mindesten; also auch die Flächen (4), (5), welche 
nur von den inneren Spannungsverhältnissen abhängen, ändern 
sich nicht im Mindesten. Da nun im Vorigen drei Flächenrich- 
tungen gefunden sind, auf welchen die betreffenden Zugrich- 
tungen senkrecht stehen, so kann man aus dem gegebe- 
nen Parallelepipedon immer ein anderes herausschnei- 
den, bei dem es nur normaler Zugkräfte bedarf, um 
das frühereGleichgewicht aufrecht zu erhalten. Legen 
wir diese Flächen jetzt als Goordinatenebenen zu Grunde und bilden 
die Gleichungen (4), (5), so haben wir dar innach dem Vorigen nur 
die neuen Goordinaten an Stelle der alten, die neuen Spannungen 
an Stelle der ursprünglichen treten zu lassen. Also an Stelle 
von f,„ /„, /ja treten T\ T", T'", /,„ ^,3» ^si aber verschwinden. 

2* 
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Und so erhält man für 

^„ . . . T" T'"; J„ . . . 

j„ . . . T"'T'; j„ . . . 0; d . . . rrr" 

^S3 • » • J. JL ) ^12 • • • U 

wodurch die Gleichungen der Flächen (4), (5) auf die Hauptaxen 
bezogen erscheinen, in der Form: 

X* Y^ Z^ 

(4a) . y7 + ^ + p; = A: 

Z^ F^ ?! 

Die Hauptspannungen T\ T'\ T'" stellen, wie man sieht, 
die Hauptaxen des Elasticitätsellipsoids selbst dar. Die Hauptaxen 
der andern Fläche sind den Quadratwurzeln dieser Grössen pro- 
portional, wenn anders dieselbe ein EUipsoid ist. Aber man er- 
kennt, dass, k als positive Constante gedacht, das letztere nur ein- 
tritt, wenn sämmtliche Hauptspannungen positiv, also wirkliche 
Zugkräfte sind ; geht eine derselben in einen Druck über, so wird 
die Fläche (4) ein Hyperboloid erster Art; werden zwei derselben 
Druckkräfte, so wird die Fläche ein Hyperboloid zweiter Art, 
und endlich bei drei Druckkräften imaginär. Umgekehrt ergiebt 
sich für ein negativ gedachtes k ein EUipsoid bei drei Druckkräf- 
ten, ein erstes oder zweites Hyperboloid, wenn eine oder zwei 
der Druckkräfte in Zug übergehen, und eine imaginäre Fläche 
bei drei Zugkräften. Man bemerkt, dass durch passende Wahl 
des Vorzeichens von k man für diese Fläche immer ein EUipsoid 
erhält, wenn die drei Hauptdruckkräfle gleichartig, ein Hyperbo- 
loid, wenn sie ungleichartig sind. 

Die Gleichung (10) übrigens beweist zugleich die hier ange- 
nommene Realität sämmtUcher Wurzeln der Gleichung (7). Wären 
zwei Wurzeln T nämlich conjugirt imaginär, also jedenfalls ver- 
schieden, so wären auch die entsprechenden Werthepaare von cos/?, 
cosg, cosr conjugirt imaginär. Aber das Product zweier conjugirter 
Grössen a + ft ^~l,a — h }/ — 1 ist gleich der Summe zweier 
Quadrate a* -|- 6'; und so würde die Gleichung (10), wenn T\ T" 
conjugirt imaginär sein könnten, in die Summe von 6 reeUen 
Quadraten, gleich NuU gesetzt, übergehen. Da nun eine solche 
Gleichung unmöglich ist, so ist damit zugleich die Unmöglichkeit 
imaginärer Wurzeln für die vorliegende cubischc Gleichung dargethan. 
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§ 7. üntersnchung des Falles, wo das ELasticitätseUipsoid eine 

ümdrehungsfläche wird. 

Wenn zwei Wurzeln einer Gleichung einander gleich werden, 
so verschwindet bekanntlich nicht nur derjenige Ausdruck, wel- 
cher, gleich Null gesetzt, die Gleichung selbst liefert, sondern 
auch sein DifTerentialquotient. Sind also zwei Wurzeln T", T" 
der cubischen Gleichung = o einander gleich, so verschwin- 

d & 
det a uch±-^, und sonait nach (8') der Factor m. Die Gleichungen 

(8) zeigen dann, da ihre linken Theile verschwinden, dass folgende 
drei Reihen von Verhältnissen einander gleich sind, durch T jene 
Doppelwurzel bezeichnet: 

/„ : t„ — r : <„ 

Dies führt gewisse Bedingungen für die Grössen t mit sich, 
welche hier nicht näher erörtert zu werden brauchen. Aber man 
sieht, dass in Folge der Gleichheit dieser Verhältnisse die Glei- 
chungen (6) sich auf eine einzige Gleichung reduciren. Wdfurch 
denn die cosp, cosq, cos r nicht mehr vollständig bestimmt sind. 
Mit andern Worten, die Richtungen, der beide gleich gewordene 
HaupUpannungen entsprechen, sind nur noch einer Bedin- 
gung unterworfen, welche keine andere sein kann, als dass sie 
auf der dritten ungleichen Hauptrichtung senkrecht sein müssen. 
In der That gehen zugleich die Flächen (4), (5). indem dann zwei 
Axen derselben einander gleich werden, in Rotationsflächen über; 
die geometrische Axe der Flächen fällt mit der Richtung der un- 
gleichen Hauptspannung zusammen, die anderen Hauptaxen liegen 
unbestimmt in der zu ihr senkrechten Richtung. In diesem Falle 
kommt das Problem lediglich darauf hinaus, die Richtung und Grösse 
der ungleichen Hauptspannung T\ so wie die Grösse der gleich ge- 
wordenen Spannungen T" = J"' = T zu finden. Und dies 
Problem kann man ohne Weiteres auf folgende Art lösen : 

Bestimmen wir drei Winkel p\ q\ r und einen Factor m 
aus den Gleichungen: 

im cos^r' cüsr' = ^,3 
m cosr' cosp = fj, 
m cosp cosq' -- ^,2« 
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Man findet leicht daraus, indem man immer das Product 
zweier Gleichungen durch die dritte dividirt: 



(13) 



cos p = j/j}tjn_ 
r rn t^^ 

cos q = j/JulJiL 
r tn tu 

cos r = 1/ _h}J}l^ 



und da die Quadrate dieser Grössen zusammen gleich 1 sein müssen : 

m = -f- -= -^ 

'f3 hl 'it 

Die Vorzeichen der Quadratwurzeln gestatten noch mehrere 
Comhinationen ; aber unter diesen kann es nur eine (oder zwei, 
deren eine von der andern sich nur durch die Umkehrung sämmt- 
licher Zeichen unterscheidet) geben, welche die Gleichungen (12) 
befriedigt. Die Gleichungen (11) lehren dann, dass gleichzeitig 



«% 



t,l — 


T — ff» cos'p 


ht — 


T --= tn cos'q 


h» — 


T — tn cos'r 



Hieraus ergiebt . sich der Werth von T, w elcher aus allen 
drei Gleichungen der nämliche werden muss. Und da zugleich 
die Gleichungen (6) mit Uebergehung überflüssiger Factoren in 
die eine: 

cos/>' cosq + cosg' cosg + cos/ cosr = 
übergehen, so zeigt sich, dass die Winkel p, q\ r die Richtung 
der ungleichen Hauptspannung T' ohne Weiteres selbst angeben. 

■Da -nun die Doppelwiirzel der cubischen Gleichung aus (14) 
schon gefunden ist, so fehlt nur noch die Grösse der ungleichen 
Hauptspannung T selbst. Stellt man sich nun in (6) statt p, q,.r 
geschrieben vor p\ q\ r\ demnach auch T' für J, und. drückt 
zugleich die Werthe der t aus den Gleichungen (13), (14) durch 
r, m' und die Winkel p\ q\ r aus, so gehen jene drei Glei- 
chungen sofort in die eine über: 

T — r + m' = 0, oder 
(15) T' = T + m\ 

Durch die Formeln (13), (14), (15) ist das Problem also 
vollkommen erledigt. 



- 23 - 

Wenn es in diesem Falle unendlich viel Ebenen giebt, für 
welche die Spannung auf der AngrifT^ebene senkrecht steht, näm- 
lich die auf T' senkrechte, und alle durch T' gelegte Ebenen, 
denen eben die Zugkraft T entspricht; so \\erden endlich über- 
haupt alle Spannungen, wie ihre AngrifTsebenen auch gerichtet s^ein 
mögen, einander gleich, sobald die Flächen (4), (5) in Kugeln über- 
gehen; also wenn T' = T" = T". In diesem Falle müssen 
(4), (5) sich offenbar schon in ihrer ursprünglichen Gestalt als 
Gleichungen von Kugeln darstellen ; mit andern Worten, es müs- 
sen die Spannungen ^j,, U^, t^x verschwinden, die Spannungen 
U\> htf hi sber einander gleich sein. Dieser Zustand tritt also 
nur ein, wenn sämmtliche Seitenflächen mit gleicher Stärke in 
normaler Richtung gedrückt oder gezogen werden. 

§ 9. Das Elasticitatsellipsoid durch Ebenencoordinaten ausge- 
druckt. Grenzfälle desselben. 

Der wahre allgemeine Charakter der Flächen (4), (5) aber tritt, 
namentlich auch in Bezug auf gewisse sogleich zu erörternde 
Grenzfälle, erst dann deutlich hervor, wenn man jene Flächen 
nicht durch Punktcoordinaten , sondern durch Ebenencoormaten 
ausdrückt; d. h. wenn man die Bedingung sucht, welche zwischen 
den Abschnitten stattfindet, die jede Tangentenebene der Fläche 
auf den Goordinatenaxen bildet. Diese Bedingung kann man eben- 
sowohl wie die Gleichung in x, y, z als Gleichung der Fläche 
betrachten; man findet dieselbe folgendermassen : 

Schreibt man die Gleichung einer Ebene in der Form: 

(16) uX + vY + wZ + i =z 0, 

so sollen u, v, tv die Goordinaten der Ebene genannt werden. 
Die Abschnitte auf den Axen erhält man, wenn man je zwei der 
Grössen X, F, Z verschwinden lässt und jedesmal die dritte be- 
rechnet; diese Abschnitte werden also; , , , 

UV w 

wodurch die geometrische Deutung der Grössen w, r, w gegeben ist. 
Da nun die Tangentenebene einer Fläche /*=0 durch die Formel 



dx ^ dy dz 

gegeben ist, so hat man, damit die Gleichung (16) die Tangenten- 
ebene von /" = darstelle, offenbar: 
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( df 


d X 
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dz 



(17) I41- = iv 

durch X einen unbestimmten Factor bezeichnet, und ausserdem, 
da der ßeruhrungspunkt x auf der Ebene liegen muss, aus (16). 

(18) ux + vy + WZ + T = 0, 

Eliminirt man aus (17), (18) und aus der Gleichung der Fläche 
die Grössen x, y, z, l, so bleibt eine Gleichung in ti, v, w übrig, 
die Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten. 

Wendet man dies auf die Fläche (4) an, indem man bei der 
Bildung der Gleichungen (17) nur den von der Differentiation her- 
rührenden Factor 2 in den unbestimmten Factor l eingehen lässt, 
so erhält man aus (17) das System:) 

( J^iX + Ji^y + Jit^z =: Xu 

(19) . . . .< J^iX + Jttt/ + ^tiZ :=^ Xv 

\^ J^x + 2^81 y + Jn z = X w, 
ifultiplicirt man nun mit x, y, z und addirt, so wird die 
linke Seite wegen der Gleichung der Fläche gleich k,J, und die 
rechte wegen (18) gleich — X, so dass also 

X = — Ä.^; 

Die Gleichungen (19) erhält man offenbar aus (3), wenn man 
darin .r, y, z an die Stelle von T cos^r, T cosx, Jcos^, und 
zugleich — Arti, — kv, — kw an die Stelle von cos p, cosg, cosr 
setzt. Da nun die Gleichungen (3) das System (2) nach sich ziehen, 
so muss man durch dieselben Vertauschüngen auch aus diesem 
System richtige Gleichungen erhalten. Dieselben gehen dann 
über in: 

a: = — A: (/„ m + f„ v + '13 w) 
y = — k (fj, w + ^22^ + Uttv) 
z =: — k (/3, w + ^3, V + ^33 tv); 
und wenn man hier mit w, v, rv mulliplicirt, so dass bei der Ad- 
dition links — 1 komint, so erhält man endlich die gesuchte 
Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten: 

(4b) — = f„ M* + ^2, V* + ^33 w* + 2 /,3 VW + 2 ^3, WU + 2 ^„ uv. 
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Diese Gleichung ist der Puaktgleichung der Fläche (4) ganz^ 
analog, aher auf viel einfachere Weise gebildet, indem an Steile 
der A die Spannungen i getreten sind. 

Wendet man dasselbe Verfahren an auf das Elasticitätsellip- 
soid, so ergeben sich zunächst aus (17) die Gleichungen: 

(20) ... 2^,1 3f + ^ „ iVr + ^,3 /> =:= A v 
2^31 3f + ^ 3, ivr + ^3, i> = A w, 

wo der Kürze wegen durch M, N, P die drei Ausdrücke 

i> = ^3, ar + 2^„ y + ^,3 z 

gesetzt sind, so dass die Gleichung der Fläche die Gestalt 

(21) iüf » + iV« + i>» = 2/« 

annimmt. Multiplicirt man wieder die Gleichungen (20) mit x, y, 
z und addirt, so erhält man, ähnlich wie oben: 

^ = - A; 

und indem man dann die Gleichungen (20) wieder mit dem System 
(3) vergleicht, von diesem aber auf das System (2) zurückgeht, fin- 
det sich, als dasjenige System, aus dessen Auflösung nach u.v^rv 
das System (20) hervorgegangen betrachtet werden kann: 

^ = — ^ (/„ w + /„ r + ^8 ^) 
N == — J [t^^u + U^v +*^„w) 

P = — J (;„ « + ^81«^ + ^8 W). 

Und setzt man dies endlich in die Gleichung (21) ein, so er- 
hält man die folgende einfache Form der Gleichung des Elasti- 
citätsellipsoids in Ebenencoordinaten : 

(5b) . l = (/nW+'i2V+/,8«')* + (M+^wV+^ipW)' + {UiU'\'h^v+U^rv)\ 

Nach dem, was oben entwickelt ist, erhält man die Glei- 
chungen beider Flächen endlich bezogen auf ihre Hauptaxen, wenn 
man nur die Grössen U^f t^, ^^J^ gleich Null setzt , die anderen 
Grössen / aber durch die Hauptspannungen T\ T", J"' ersetzt. 
Werden nun in dem System die Hauptaxen die Ebenencoordi- 
naten durch ü, F, W bezeichnet, so sind demgemäss die Glei- 
chungen der Flächen auf ihre Hauptaxen bezogen und in Ebe- 
nencoordinaten ausgedrückt: 
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(4c) rip + r r* + T"w^ =^, 

k 

(5c) r*ü* + T"*v^ + r"« w* =: 1. 

Die Formeu siod unter aodenn tod grosser Wichtigkeit bei 
der Uotersuchuog derjenigeo Greozfalle, io welchen eine oder 
mehrere Wurzein der cubischen Gleichung Tcrschi^inden. 

Ist etwa T" = o, so reduciren sich die Gleichungen (4") 
und (5^; auf 

(4d; r m + r' j^ = ^ 

(5d) . , . r* ü« + r^ r* = 1. 

Untersuchen wir die Bedeutung dieser Gleichungen. Sie sind 
unabhängig von W; d. h. wenn eine der Flächen 4*!, (5*) von einer 
bestimmten Ebene beröhrt wird, so wird sie von allen Ebenen 
berührt, welche dieselben Abschnitte auf der JTAxe und der FAxe 
machen. Alle solche Ebenen schneiden sich in einer Geraden, 
welche in der XFEbene liegt; die Fläche (4*!, 5* stellen daher 
Curven dar, welche in der XFEbene hegen. Diese Curven sind 
offenbar die nämlichen, wie die, in welchen die Flächen (4^), (5^) 
Tön denjenigen Ebenen berührt werden, für welche W = o ist ; 
denn für FT = o gehen die Gleichungen '4*', '5*, in 4*}, (5*j über. 

Diese Ebenen aber, welche die ZAxe im Unendlichen schnei- 
den, bilden den mit dieser .4xe parallelen Berührungskegel dieser 
Flächen, und seine Berührungscurve ist der Schnitt der Flächen 
'4', 5' mit derX ZEbene. Die Gleichung ^5' stellt also die E 1 1 i p s e 
dar, welche im Allgemeinen das Elasticitätsellipsoid mit der XY- 
Ebene gemein hat, eine Ellipse mit den Axen T\ T"; die Glei- 
chung 4\ hingegen giebt eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem T', T" gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben. 

Ist also eine Hauptspannung gleich Null, so liegen für alle 
möglichen Ebenen die ihnen entsprechenden Spannungsrichtungen 
in einer Ebene, so dass für alle Ebenen, die durch ein und die- 
selbe in jener liegende Gerade gehen, die Spannung der Richtung 
und Grösse noch dieselbe ist. Lässt ipan in jener Ebene die 
Gerade sich um einen Punkt drehen, so beschreibt der Endpunkt 
der ihr entsprechenden Zugkraft eine Ellipse. Dieser Zustand 
tritt z. B. ein, wenn das Parallelepipedon nur auf zwei Fiächen- 
paaren durch normal wirkende luräfte angegriffen, auf der dritten 
aber weder gedrückt noch gezogen wird. 
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Sind endlich zwei Wurzein der cubi3chen Gleichung Null, so 
dass neben T'" auch J" verschwinden, so gehen die Gleichungen 
der betrachteten Flachen über in: 

(4e) ^' ^' = T 

(5e) r'\ [7* = 1. 

Jede dieser Gleichungen stellt zwei einzelne Punkte dar, 
welche auf der Hauptaxe X zu beiden Seiten des Anfangspunkts 
in den Entfernungen Yk T und + T' liegen. Denn alle Ebenen 
welche der Gleichung (4*) genügen, schneiden nothwendig von der 
XAxe entweder das Stück yiTf oder das Stück — Y^T ab, 
müssen also durch einen der hierdurch bestimmmten Punkte gehen, 
sind aber weiter keiner Bedingung unterworfen. Ebenso schnei- 
den alle der Gleichung (5*) entsprechenden Ebenen von der X- 
Axe die Strecken + T' ab und gehen also durch einen der da- 
durch bestimmten Punkte, ohne weitern Bedingungen unterworfen zu 
sein. In diesem Falle hat also für alle nur denkbaren Angriffs- 
ebenen die Spannung völlig dieselbe Grösse und Richtung. Es 
tritt das z. B. ein, wenn nur ein einziges Flächenpaar des Kör- 
pers normalen Zugkräften unterworfen ist. 



§ 10. Spanmmgen, welche irgend drei gegen einander senk- 
rechten Ebenen entsprechen. 

Ich schliesse diese geometrischen Betrachtungen über das 
Elasticitätsellipsoid mit einem Satz, welcher die Existenz der Hai^t- 
zugrichtungen gewissermassen als speciellen Fall eines allgemeinen 
Verhaltens erscheinen lässt. 

Die Zugrichtungen, welche den Flächen des Parallelepipedons 
selbst entsprechen, erhält man aus den Gleichungen (3), indem 
man je zwei der Grössen cos p, cosg", cosr gleich Null sein lässt. 
Für diese hat man also immer je zwei der drei Gleichungen 
erfüllt: 

^,, COSTC. + ^\% COSÄ + ^,3 cos^ = 
z/n COSTC + z/,, cosx + z/,3 cos^ = 

-^81 COSTC + -^82 COSX + -^88 C^S^ = 0. 

Inzwischen verhalten sich die Cosinus von tc, x, q der An- 
nahme nach zu einander wie die Coorditiaten .r, y^ z des ent- 



- 28 — 

sprechenden Punktes im Elasticitätsellipsoid, dessen Radius vector 
eben die durch die Winkel n, x, q bestimmte Zugrichtung dar- 
stellt. Diese Zugrichtungen sind also die Schnittlinien der drei 
Ebenen : 

^J,^ X + J,, Y + J,, Z = 

(22) IJ,, X + J,, r + J,, Z = 

^d,, X + J,, 7 + ^3, Z = 0. 

Bilden wir nun die Gleichungen der Tangentenebenen, welche 
in den Endpuncten jener drei Radien sich an das Elasticitäts- 
ellipsoid legen lassen, so werden ihre Gleichungen, mit Rücksicht 
darauf, dass von den Ausdrücken 

^it 00 + J^^ y + ^,3 z 

^3, X + ^3, y + z/35 ^^ 

immer je zwei verschwinden, mit Uebergehung überflüssiger Fac- 
toren die folgenden: 

J,, {X ^ X) + J,, (7 - y) '+ ^,3 {Z -. z) = 
J,, {X — X) + z/„ (F — y) + J,, {Z - z) = 
ZF3, (X - x) + z/„ (F - y) + z/33 [Z — z) = 0. 

Da die Coefficienten von X, F, Z in diesen Gleichungen ge- 
nau dieselben sind, wie in (22), so sind diese in den Endpunkten 
der drei Radien gezogenen Tangentenebenen der Reihe nach den 
Ebenen parallel, welche durch je zwei jener Radien bestimmt 
sind, oder mit anderen Worten, jene Radien sind conjugirte 
Dfffchmesser des Ellipsoids. 

Aber, wie oben schon bemerkt wurde, kann man sich den 
Körper durch irgend welche andere drei Paare auf einander senk- 
rechter Flächen begränzt denken. Dann müssen also, wenn man 
etwa von diesen ausgeht, nach denselben Betrachtungen auch die 
ihnen entsprechenden Zugkräfte conjugirte Durchmesser des El- 
lipsoids sein. Und so findet sich folgender Satz: 

Die Zugrichtungen, welche irgend drei auf ein- 
ander senkrechten Ebenen entsprechen, sind con- 
jugirte Durchmesser des Elasticitätsellipsoids. 
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§ 11. Krystallinisches ParaUelepipedon. 

Es soll jetzt untersucht werden, in wie weit die im Vorigen 
ausgeführten Betrachtungen zu modificiren sind, wenn das unter- 
suchte ParaUelepipedon aufhört, in allen Richtungen dieselbe 
Structur zu besitzen, und in denjenigen Zustand äbergehl, wel- 
chen man als krystailinisch bezeichnet. Man kann diesen Zu- 
stand am einfachsten dahin charakterisiren, dass es in dem Körper 
dann gewisse Richtungen von Ebenen giebt, in welchen eine Verschie- 
bung paralleler Schichten gegen einander mit besonderer Leichtigkeit 
erfolgt; so wie dass in gewissen Richtungen der Körper ausdehnenden 
oder comprimirenden Kräften weniger Widerstand leistet als in 
andern. Ungleichheiten dieser Art aber finden sich nicht blas 
in den wirklich krystallisirten Stoffen, sondern auch grösstentheils 
in grösserem oder geringerem Maasse bei ursprunglich unkrystal- 
linischen Substanzen, welche gewissen immer im nämlichen Sinne 
wirkenden Einflüssen lange Zeit ausgesetzt gewesen sind. 

Stellen wir uns also aus derartigem Material ein ParaUelepipe- 
don vor, welches auf seinen Flächen durch beliebig gerichtete gleich 
vertheilte Kräfte angegriffen wird, die nur wieder auf den paral- 
lelen Flächen gleich und entgegengesetzt sein sollen. 

Der einfachste Fall wäre der, wo von den erwähnten Schich- 
tungen etwa nur drei auf einander senkrechte existiren, die zugleich 
den Flächen des Körpers parallel wären. In diesem Fall würde 
man durch normale Zugkräfte auch nur normale Verschiebuoeen 
hervorbringen ; und der Körper würde sich für solche Kräfte to*- 
halten, wie ein unkrystallinischer Körper, bei welchem nur in 
den drei Zugrichtungen der Elasticitätsmodul E wie die ent- 
sprechenden Coefficienten ft • verschiedene Werthe hätten. 

Aber wenn jene Ebenen leichterer Verschieblichkeit gegen 
die Seitenflächen geneigt sind, so erkennt man sofort, dass selbst 
normale Zugkräfte bereits neben Ausdehnung auch seitliche Ver- 
schiebungen hervorrufen würden. In diesen Falle werden also 
im AUgeireinen durch jedes System von Zugkräften, normal oder 
nicht, sowohl der Winkel als die Seiten des Körpers geändert 
Bezeichnen wir wieder die Kantenlängen ursprünglich durch a, 
b, c, nach der Verschiebung aber durch a (1 + a), b {1 + ß), 
c (1 -f- y), so wie die Winkel des verschobenen Parallelepipedons 
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M IC ■% 

durch — — 9», — — x» — — ^.so sind die 6 Grössen «, ß, y, 

^ Xi ^ ^on sämmtlirlieQ GHnpoiieiiten r„» 'so 's» ^ 'ji* 'it der 
äuascm Kräfte abhii^ig ; daher auch omgekehrt diese als Fanctiooen 
Too jeneo betrachtet werden können. In Aeser letzten Vorstel- 
Im^ aber kann man den Umstand bennfzen, dass die sechs 
Grössen c, ^, 7, ^ 2? ^ samntflicfa sehr klein sind; man kann 
dabo* ifie sechs Coraponenten nach Potenzen Aeser Grössen eot- 
«kkelt deid^en, und es wird genügen, die ersten Potenzen bei- 
znbehaiten. Terrae, welche ron den Verschiehai^sgrössen unab* 
baldig sind, können nidit Torkomnien, da offenbar die Verschie- 
bungen nüt den äussern Kräften zugleich Terschwinden müssen. 
So drucken sich also <fie Grössen t durch die Verschiebungen 
md lineare Weise ans, und man erhäh ein System ron Gleichungen 
folgender Form: 





Die Bezeichnungen in «fiesem Schema sind so gen^hlt, dass 
das erste Paar Ton Indices auf die entsprechende Span- 
hindeutet, in deren Ausdruck der Goefficient eingeht, 
letzte auf die Verscfaiebungsgrösse, mit welcher derselbe 
■nhiplicirt isL Und indem dabei der Index 1 immer an die 
Kante a erinnern soll, 2 an ^ 3 an c, entspricht 11 der Ver- 
schiebottgsgröase a; welche der Kante m ai^ehört, 12 derVerän- 
demn^ ^, welche der Winkel ixm « gegen h erfahren hat, u. s. w. 

Die 36 Gonstanten « sind nur ron der Naiur der Substanz 
abhängig; von denselben mnss man einige als gleich betrachten, 
wo«ion weiter unten die Rede sein wird. 

Die Gleichmgen .23; also treten an die Stelle der Gleicimngen 
(]*) S 4. Aber die ferneren Betrachtungen, welche im Vorigen 
an jene Gleichaigen geknüpft sind, bleiben hierdurch TöUig un- 
geändert, da in denselben die Ausdrucke der Spannungen durch 
fc Vcrschiebu^en auf keine Weise boiutzt worden sind. Na- 
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mentlich also wird das Elasticitätsellipsoid auch hier auf ganz 
dieselbe Weise zu behandein sein. 



§ 12. Gkichgewichtsznstand «Ines von beliebigen Kräften 

ergriffenen Körpers. 

Die bisher angestellten Betrachtungen wenden wir nun auf 
die Untersuchung des Gleichgewichtes eines elastischen Körpers 
an, welcher irgend welchen Kräften unterworfen ist. Die letzte- 
ren wirken zum Theil auf die Oberfläche, zum Theil, wie die 
Schwere, auf das Innere; beide können der Richtung und Grösse 
nach veränderlich sein von einem Punkte des Körpers zum an- 
dern; doch wird das Eine sogleich festzuhalten sein, dass die auf 
sehr kleine Oberflächentheile wirkenden Kräfte im Allgemeinen 
von der Ordnung des kleinen Fiächenstückes sein werden, so 
wie die auf ein Volumenelement im Innern wirkenden Kräfte von 
der Ordnung dieses Elements. Man kann daher, durch do ein 
Oberflächenelement ausgedruckt, die auf dasselbe wirkende Kraft 
durch das Product einer endlichen Zahl mit dem Element do selbst 
darstellen; und jene endliche Zahl bedeutet dann die äussere 
Kraft, bezogen auf die Einheit der Fläche; ebenso, wenn dv ein 
Volumenelement ist, kann man die auf dasselbe wirkende Kraft 
durch das Product einer endlichen Zahl mit dv darstellen, und 
jene Zahl bedeutet die Kraft, bezogen auf die Einheit des Volumens. 

Fassen wir nun im Innern des Körpers ein unendlich kleines 
ursprünglich rechtwinkliches Parallelepipedon ins Auge, dessen 
Kanten den Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystems parallel 
sein mögen. Dasselbe wird einerseits durch die auf das Innere 
desselben wirkenden äussern Kräfte angegriffen; andererseits aber 
festgehalten durch die Spannungskräfte, welche auf die Seiten- 
flächen wirken und ihre Entstehung den durch die Verschiebungen 
hervorgerufenen Molekularkräften verdanken. Diese Spannungis- 
kräfle sind auf die Einheit der Fläche bezogen endliche Grössen ; 
die wirklichen Kräfte, mit welchen in Folge dessen die Seiten- 
flächen angegrifi'en werden, sind demnach von der Ordnung dieser 
Flächen selbst, also unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung, da 
die Flächen sich als Producte je zweier unendlich kleiner Kanten 
darstellen. Dagegen sind die auf das Innere wirkenden Kräfte 
dem Volumen des Parallelepipedons proportional, also von der 
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dritten Ordnung. Hieraus folgt, dass jene Spannungskräfte sich 
bis auf unendlich kleine Grossen selbst unter einander das Gleich- 
gewicht halten müssen, dass also auch die auf gegenüberliegende 
Flächen wirkenden Spannungskräfte bis auf unendlich kleine 
Grossen gleich, parallel und entgegengesetzt sein werden, so dass 
ihre Differenzen unendlich klein, und dadurch mit den auf das 
Innere wirkenden Kräften vergleichbar werden. Hierdurch ist 
auch die Gontinuität im innem Verhalten des Körpers gewahrt; 
insofern demnach jene Spannungen sich von einem Punkte zum 
benachbarten nur um Grössen ändern, welche von der Ordnung 
des Abstandes beider Punkte sind. 

Die Spannungen werden im Allgemeinen nicht normal auf 
den Seitenflächen des kleinen Parallelepipedous stehen. Sie sol- 
len daher wieder zerlegt werden nach den Richtungen der Coor- 
dinatenaxen; und ihre Componenten seien wieder hezeichnet wie 
oben ; wenn also eUv, dy, dz die Kanten des Parallelepipedous sind, 
so hat man auf den Flächen, welche dem Anfang^unkt zuge- 
wandt sind, Mgende Componenten: 

auf dy dz : t^^dydz, ii^dy dz, t^^dy dz 
auf dz dx : t^i dz dXy t^^ dz dx, /ja ^^ ^•'^ 
auf dxdy : /j, dx dy , t^^dxdy, t^^dxdy. 

Die Spannungen t, welche für die verschiedenen Punkte des 
Körpers verschieden sind, werden aber nach dem Obigen stetige 
Functionen von x, y, z; und um also von einer Fläche zur gegen- 
überliegenden überzugehen, hat man demnach in diesen Functionen 
nor resp. x um dx, y um dy, z um dz wachsen zu lassen; wo- 

durch jede Kraft t in t +— — resp. t + — — dy, oder t + 

ex d y 

dt 

- — übergeht Also wirken auf die gegenüberliegenden Flächen 

(? z 

folgende Componenten: 

auf efy dz : ('j i + ^ äx) dy dz, (/,, + ^dx)dy dz, (^,3 -|- ^' dx)dy dz 

O^ O^ r\. 

aof dz dx : (/„ + ^ dy) dz dx, (<„ + -^ dy) dz dx. (<„ + ^^dy)dz dx 

auf dxdy : (U, + -A' dz) dx dz. {t„ + ^ dy) dx dz, {(„ + ^dz)dxdy. 
Denken wir uns die ( als Zugkräfte, wenn sie positiv sind. 
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so wirken diese letzteren Kräfte im Sinne der -Coordinatenaxen 
die ersteren ihnen entgegen. Im Sinne der Axen endlich müssen 
wir noch die Componenten der äusseren Kräfte rechnen , welche 
auf das kleine Paralielepipedon wirken und welche durch 

X dxdydz, Ydxdydz, Zdxdydz 
bezeichnet sein sollen. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht des Parallelepipedons, 
welche, wenn sie überall erfüllt sind, das innere Gleichgewicht 
des ganzen Körpers in sich ^hliessen, bestehen nun erstlich im 
Verschwinden der Componentensummen nach den drei Axen, so- 
dann aber im Verschwinden der Summen sämmtlicher Drehungs- 
momente, bezogen auf jede der Axen. 

Setzen wir zunächst die Summen entsprechender Componen- 
ten gleich Null, und berücksichtigen dabei, dass die Grössen der 
ersten Tafel, da sie den Axen entgegenmrken, mit negativen Zei- 
chen zu nehmen sind, so heben sich die Glieder xweiter Ordnung 
auf und indem man den Rest durch dx dy dz dividirt, bleiben 
die Gleichungen: 

^ + ?f?l + ^ 4- jr=o 
dx dy dz 



(24) 



dx dy dz 
^dx dy dz 



Bei der Berechnung der Summen der Drehungsmomente hin- 
gegen fallen die Grössen zweiter Ordnung nicht ohne Weiteres 
fort. Man kann daher, da man die Glieder zweiter Ordnung be- 
rücksichtigen muss, ihnen gegenüber die übrigen fortlassen. So 
werden weder die äusseren Kräfte noch die Differenzen der auf pa- 
rallele Flächen wirkenden Spannungskräfte zu berücksichtigen sein. 
Sind aber die auf gegenüberliegende Flächen wirkenden Kräfte 
gleich mid entgegengesetzt, so wurde schon in § 4 nachgewie- 
sen, dass zum Gleichge\^icht in Bezug auf Drehung nur das Be- 
stehen der Gleichungen 

'«8 = ht> hl = hs» ^it = '21 
nothwendig sei. Diese Gleichungen bestehen also auch hier, so 
dass sich die 9 Componenten der Spannungen auf 6 von einander 
vei'schiedene reduciren. Dies vorausgesetzt sind daher die Glei- 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 3 
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chungeo (24) die einzigen, nvelche das innere Gieichgemcht des 
Körpers fordert. 

Das kleine Parallelepipedon dxdy dz ist, wie man sieht, Zug- 
kräften unterworfen, welche ganz nach Art derjenigen geordnet 
ist, unter deren Einfluss oben der Zustand eines endlichen Paral- 
lelepipedons dargestellt wurde. So sind dann jene Betrachtungen 
sofort anwendbar, um die Zustände im Innern zu verdeutlichen. 
Auch hier besteht für jeden Punkt, d. h. für jedes Elementar- 
parallelepipedon ein EUipsoid, welclics alle Punkte umfasst, welche 
ursprünglich in seiner Kugelfläche gelagert waren. Dies EUipsoid, 
welches Verschieb ungsellipsoid heissen mag, soll weiter 
unten genauer untersucht werden. Ebenso werden alle kleinen 
ebenen Flächen, welche man durch einen beliebigen Punkt legt, 
noch durch Spannungskräfte angegriffen, deren Richtungen die 
zu jenen Ebenen in Bezug auf eine bestimmte Fläche zweiter 
Ordnung conjugirte . Durchmesser angeben. Endlich bilden die 
Endpunkte dieser Spannungskräftc, wenn man jede von dem be- 
trachteten Punkte aus ihrer wahren Richtung und Grösse nach 
anträgt, ein Elasticitätsellipsoid. Die Formeln und Sätze der §§ 
5 — 10 bleiben ohne die mindeste Modification anwendbar. Aber für 
jeden einzelnen Punkt des Körpers werden die Spannungen andre, 
daher auch die Lage jener Flächen und die Grössen ihrer Hauptaxen. 

Die Formeln (2) des § 5 dienen nun sofort zur Aufstellung 
der besonderen Gleichgewichtsbedingungen, welche an der Ober- 
fläche der Körpers eintreten. Ein kleines Parallelepidedon, wel- 
ches wir in der Nähe der Oberfläche construiren, wird von der 
Tangentenebene dieser Oberfläche wirklich durchschnitten ; es existirt 
also in einem solchen eine Ebene, für welche Grösse und Richtuug 
der Spannung gegeben ist, die Grösse und Richtung des Drucks oder 
Zugs nämlich, welchen das Element der freien Oberfläche oder 
ihrer Tangentenebene durch die auf die Oberfläche wirkenden 
äusseren Kräfte erfährt. Ist T diese gegebene Zugkraft, sind yr, 
X, Q die Winkel, welche sie gegen die Axen bildet, sind endlich 
p, q, r die Winkel, welche die nach aussen gerichtete Normale 
der Fläche oder ihrer Tangentenebeue gegen die Axen bildet, und 
bedeuten, wie immer, die Grössen t die Spannungen, welche in 
.dem betrachteten Punkt die Flächen des Elementarparalleiepipedons 
auszuhalten haben, so müssen die Gleichungen (2) noch immer 
erfüllt sein, und man muss also noch immer liaben: 



— 35 — 



/j, COS/? + /,2 COS 5' + ^13 rosr = T rosjr 
(25) . . . W21 cosp + /j, cos 5' + ^28 ^'Os^ "^ y cosx 
/j, cos /> + ^32 . cos q + ^83 cos r = T cos ^. 



§ 13. Ausdruck der Spannungen dnreh die Verschiebungen 

eines Punktes. 

Die Gleichungen (24), (25) drücken nun allerdings die Gloirh- 
gewicht^bedingungen vollständig aus; aber abgt^stdien von den 
Gleichungen (25), welche nur an der Grenze siatlfinden, enthalten 
sie in nur drei Gleichungen sechs unbekannte Functionen. Auch 
wenn man mit Hülfe der Gleichungen (23) des § 11 die Span- 
nungen durch die Verschiebungsgrösson ausdrückt, ändert sich 
hierin nichts. Es kommt daher endlich darauf an, diese Ver- 
schiebungsgrössen auf nur drei Unbekannte zurückzuführen; und 
man erreicht dies, wenn man ins Auge fasst, dass die vtTschitule- 
nen Elementarparallelepipeda den ganzen Kor|)cr continuirHch zu- 
sammensetzen. Bezeichnet man die ursprünglichen Coordinaten 
der dem Anfangspunkte zugewandten Ecke des betrachteten Pa- 
rallelepipedons durch x, y, z, so haben die drei Ecken, welche 
mit dieser durch die Kanten dx, dy, dz verbunden sind, ursprüng- 
lich beziehungsweise die Coordinaten 

1. X + dy, y, z, 

2. X, y + dy, z, 

3. X, y, z + dz, 

Durch die Verschiebimgen , welche die äussern Kriifte in 
dem Körper hervorrufen, mag nun die erste Ecke die Coordinaten 
a:-|-ti, y + V, z -^tv erhalten, so dass w, v, w die Verschiebungen 
dieser Ecke in Richtung der Coordinatenaxen bedeuten. Diese 
Verschiebungen sind für jeden Punkt andere und also Functionen 
vonar, y, 2; man erhält somit die Verschiebungen der drei andern 
Ecken, indem man in den Functionen w, v, w für die erste Ecke x 
durch X -+- dx, für die zweite y .durch y + dy, für die dritte z 
durch z + (/z ersetzt. Dann werden die Coordinaten jener Ecken 
nach der Verschiebung: 



— 36 — 



du dv dw 

1. x + dx+u-^ —dx, y + V '\-^- dx, z + rv + — dx, 

ex ox öx 

2. a? + w + ^ ^y, y-V^y-^v-^— dy, z + w + -^ dy, 

oy oy dy 

du dv dw 

X X '\- u '\- — dy, y + ^ +^ ^^' z + rfz + w + — dz. 

Wenn man von den in diesem Schema enthaltenen Grössen 
bezüglich a: + w, y + v, z + ^» <^ie Coordiuaten der ersten Ecke, 
abzieht, so ergeben sich die Projectionen der verschobenen und 
verlängerten Kanten des Parallelepipedons auf die Coordinaten- 
axen: 



dw 

dx 



/ , ^M\ , dv ^ 

du , / . dv\ , dw 



dx 



dy 



3. 



du 
dz 



dz. 



dv 

di 



dz, 



(■ + S) - 



Hieraus ergeben sich die Längen der Kanten nach der Ver- 
schiebung, welche gleich rfa?(l+cif), dy{l+ß), dz{l+y) sind, 
indem man ihre Quadrate der Quadratsumme ihrer Projectionen 
gleichsetzt; und wenn man dabei die Factoren (/a:*, e/y*, ^2*, über- 
geht, findet sich: 



(26) 



(1 + 



«■=(g)" + ( 



1 + a- + (!)• 



(' + "■ = ©■ + r 



dyJ 
3^) + (^ + 



dwy 



Die Projectionen dividirt durch die ganzen Längen geben 
aber die Cosiiius, welche die Richtungen der letzteren gegen 
die Axen bilden; und wenn man die entsprechenden Cosinus 
zweier Richtungen multiplicirt, so ergiebt sich der Cosinus des 
Winkels, den beide Richtungen gegen einander bilden, oder es 
findet sich: 
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du 



(27) 



(?-0 = 



du / . dv\ dv dw / , dw\ 
8l + V+8i)8;+BUV+3i) 



dy dz \ dyj dz dy 
cos " "* " 



(1 + /s) (1 + y) 



dw 
dx 



du/ du\ dv ^^ i f . ^^\ 
/« _ \ _ dz\ ^ dx) "^ dz^^ V'^JzJ 

'^' U V - (1 + y) (i + «) 

/tc \ [ '^IxJ'dy^'d^y '^lyJ'^J^'d^ 
cos(^-~^; = (l + a)(i+ßj 

• 

Hat nun der Körper überall endliche Dimensionen, so sind 
t/, v, w und deren Differentialquotienten überall noth^^endig sehr 
kleine Grössen. Dies ist nicht mehr noth wendig, wenn eine oder 
zwei Dimensionen des Körpers sehr klein werden , wo denn, ohne 
die Kleinheit der Verschiebungen in den Elementen zu beein- 
trächtigen, die Verschiebungen selbst sehr gross werden können; 
das Beispiel einer sehr dünnen Platte, oder einer elastischen Fe- 
der macht dies sofort deutlich. Diesen Fall wollen wir daher 
hier zunächst ausschliessen und später besonders behandeln. Die 
Dimensionen des Körpers aber überall endlich vorausgesetzt, kann 
man dann in den Gleichungen (26), (27) höhere Potenzen und Pro- 
ducte der Differentialquotienten von t/, v, w einerseits ebensowohl 
vernachlässigen, wie höhere Potenzen und Producte der Grössen 
^9 ß^ y^ 9>9 Xf '^ andrerseits, und alsdann reduciren sich dieselben 
auf das einfachere Schema: 



(28) 



du 

dx' 


^ dv ^ dm 
''"^ dz"^ dy 




dw du 
^ dx'^ dz' 


dw 
y- dz' 


du , dv 
1" dy+ dx 



Ich füge dieser Gleichung noch den Ausdruck für die Ver- 
grösserung hinzu, welche der Einheit des Volumens entspricht. 
Da die Kanten des kleinen Körpers nur sehr wenig aus ihrer 
rechtwinkligen Lage verschoben sind, so kann man noch immer 
sein Volumen durch das Product seiner Kanten ausdrücken. Das 
Volumen des verschobenen Prismas ist also 

dxdydz (I +a) (I +ß){\ -^y), 
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und da da$ ursprüngliche Volumen dx dy dz war, so ist die Vo- 
lumeneinheit durch die Verschiebungen zu (1 + et) (i + ß) (i + y) 
geworden , oder , mit Uebergehung höherer Ordnungen zu 
1 + (a + |3 + y). Es ist daher « + j3 + y die Vergrösserung 
der Volumeneinheit; und bezeichnen wir sie durch v, so wird 

nach (28). 

,c.r.x du . dv ^ dtv 

(29) ''=8^+ä^+äi- 

Die Gleichungen (28) lösen nun wirklich die gestellte Aufgabe, 
indem sie die sechs Verschiebungsgrössen und also auch die| sechs 
Spannungen durch die partiellen Düferentialquotienten von drei 
Functionen u, v, w ausdrücken lehren. Führt man die Werthe 
(28) in die Gleichungen (23) und sodann diese in (24) ein. so er- 
hält man offenbar drei simultane partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung ivx u, v, rv\ es sind die allgemeinen Bedin- 
gungsgleichungen für das Gleichgewicht eines elastischen Körpers. 

§. 14. Gleichungen fiir die Bewegung. 

Aber auch die Gleichungen der Innern Bewegungen eines 
solchen Körpers, falls deren existiren, lassen sich hiernach leicht 
aufstellen , indem man sich jenes allgemeinen Princips bedient, 
welches den Namen d'Alemberts führt. Sei m die Masse der Vo- 
lumeneinheit, mdxdydz, also die Masse des Elementarparallelepi- 
pedons; wir erhalten dann für die Kräfte, welche nöthig sein 
würden, um den Gleichgewichtszustand des Prismas herzustellen, 
die negativen Producte dieser Masse mit den in Wirklichkeit auf- 
tretenden Beschleunigungen.' Inzwischen beschreibt das Element 
parallel den Axen die Wege m, v, tv, welche in jedem Augen- 
blicke seine Verschiebungen ausdrücken, Grössen, welche offen- 
bar in diesem Fall ausser von den Coordinaten x, y, z der Buhe- 
lage, auch noch von der Zeit t abhängig sind. Jene Beschleu- 
nigungen sind sonach nichts anders als die zweiten Differential- 
quotienten 

d^u d*v d^m 

ä?' df' W 

Und so kann man wieder die Bedingungsgleichungen des 
Gleichgewichts aufstellen, wenn man den äusseren Kräften die 
negativen Producte von mdxdydz mit diesen Beschleuni- 
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guDgen hinzufügt: oder, da die Kräfte oben auf die Einheit des 
Volumens bezogen waren, wenn man an Stelle von X, 7, Z die 
Ausdrücke 

JL — m — — i 
dl* 

w 



m 



Z " m 



df 



treten lässt. Und somit leiten sich aus (24) die folgenden allge- 
meinen Bewegungsgleichungen ab: 



(30) 



• 


( a»M dt 11 

dt* dx 


dtii dti3 
'^ dy '^ dz ^ 


X 


* 


d*v diti 
^' dt* - dx 


+ dy + dz + 


r 




d'tv dtsi 
, "" d^ dx 


'^ dy '^ dz '^ 


z. 



Auch dies werden drei simultane partielle DKTerentialgleichungen 
zur Bestimmung von u, v, w, wenn man darin die Spannungen t 
zunächst aus (23) durch a, j3, y^ g>^ %^ ijj^ sodann aber diese Grös- 
sen mit Hülfe der Gleichungen (28) durch die Differentialquotienten 
von u, Vy m selbst ausdrückt. 

Die Betrachtungen Ober das ElasticitätselUpsold, sowie die 
Grenzbedingungen (25) für die Oberflächen des Körpers werden 
hierdurch nicht im Mindesten verändert; sie enthielten überhaupt 
die auf das Innere des Elementarparalleiepipedons wirkenden Kräf- 
ten nicht, und es werden also auch die eintretenden Beschleuni- 
gungen in ihnen keine Stelle finden. 

Die Gleichungen (30) geben zu einem bemerkenswerthen Satze 
Veranlassung, welcher das Problem, die kleinen Innern Bewe- 
gungen (Schwingungen) eines elastischen Körpers zu finden, we- 
sentlich vereinfacht. Die Kräfte X, Y, Z nämlich, so wie die auf 
die Oberfläche wirkenden Kräften T costt, J cosx, T cos(> 
sind zwar un Allgemeinen Functionen der Coordinaten des An- 
griflspunkts und werden demnach während der Bewegung Func- 
tionen von a:-|-«, y+^» 2-|-w. Aber da m , r , w [sehr 
iileine Grössen sind, so darf man sie gegen x, y, z vernachläs- 
sigen, und kann daher jene Kräfte so berechnen, als wirkten 
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sie auf den Ort ihres Angriffpunlits in der Ruhelage; vorausge- 
setzt, dass die Kräfte nicht mit der Zeit yeränderiich sind, wer- 
den sie demnach nur Functionen von x, y, z. Es seien nun 
u\ v\ ro\ diejenigen Verschiebungen, welche die auf das Aeussere 
und Innere des Körpers wirkenden Kräfte hervorbringen, wenn 
sie völlig zum Gleichgewichte gekommen sind, was immer mög- 
lich sein wird, sofern die Kräfte von der Zeit nicht abhängig 
sind. Bezeichnet man durch i dann die entsprechenden Span- 
nungen, welche sich den Gleichungen (23), (28) gemäss aus den 
Differentialquotienten der m', v\ w auf lineare Weise zusammen- 
setzen, so hat man für die Bestimmung von u, v, w die Glei- 
chungen: 

dx dy dz 

= ?^ 4. ^^ 4- ?^ 4. z 

dx dy dz 

nebst den Grenzbedingungen für die Oberfläche: 

T cos TT = f'u cosp + i\i cosg' "H ^13 cosr 
r cosx = l'ij cosp -t" ^24 cosg' -|- t',s cosr 
T cos^ = f'31 cosp + i\f cosq + t\^ cosr. 

Setzt man nun für die Bewegungen des Körpers unter dem 
Einfluss derselben Kräfte: 

u =i u + u ; in = tu + i ii; U^ = tti + t ts 

V = V+ V'\ /„ = lf'„ + r„; ^81 == ^81 + ^81 

w ==: w' -h w"; /ss = ^M + As; U% = ^12 + At , 

so dass u\ v\ w' die Bewegungen werden von der Gleichge- 
wichtslage aus gerechnet, so bleibt mit Rücksicht auf die soeben 
aufgestellten Gleichungen von den Gleichungen (30) nur übrig: 

a'«" a<„" dt,; dt,; 



dr dx dy dz 

av _ dt,;' , a<„" . dt,; 



•" dt*" — dx + "ä^ + az 
^^^dt^ du; dtjl 
dt* dx '^ dy ^ dz 
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und von den Grenzbedingungen: 

= /ii" cosp + ^t' cosg' + /„" cosr 

= <ti^ cosp + t^t' cosq + /„" cosr 

= <3|" cosp + fat" cosg + ^„" cosr. 

Dies ^ind aber dieselben Gleichungen, welche man für die 
Scbmngungen um die ursprüngliche Lage oc, y, z erhalten würde, 
wenn weder auf das Innere noch auf das Aeussere überhaupt 
Kräfte wirkten. Und so hat man den Satz: 

Die Schwingungen eines äussern Kräften un- 
terworfenen Körpers um die diesen Kräften ent- 
sprechende Gleichgewichtslage sind genau iden- 
tisch mit den Schwingungen, welche der Körper 
um seine natürliche Lage ausführt, wenn gar keine 
Kräfte von aussenher auf ihn wirken. 

Die Aufgabe ist dadurch wie man sieht getheilt, in die Auf- 
suchung einer Gleichgewichtslage und die Bestimmung von Schwin- 
gungen ohne Zutritt äusserer Kräfte. 

§. 15. Das Versohiebimgsellipsoid. 

Die Entwicklungen des §.13 erlauben auch das Verschie- 
bungsellipsoid genauer zu untersuchen. Legen wir durch einen 
Punkt X, y, z des Körpers ein Coordinatensystem , welches dem 
gegebenen parallel ist, und bezeichnen durch x\ y\ z die Goor- 
dinaten eines Punkts in diesem neuen System, so ist 

(31) a:'* + y'* + z^ = «' 

die Gleichung einer Kugel, welche im Punkte x, y, z ihren 
Mittelpunkt hat, und deren Radius die sehr klein gedachte Zahl 
e ist. Die Coordinaten, welche die auf dieser Kugelfläche gele- 
genen Punkte nach der Verschiebung des Körpers annehmen, 
erhält man, wenn man in den Coordinaten a: + w, y + v, z + w' 
des verschobenen Mittelpunkts statt seiner ursprünglichen Coordi- 
naten X, y, z die ursprünglichen Coordinaten x + x\y + y\ z + z 
des Punkts auf der Kugelfläche einführt. Aber wenn x\ y\ z 
sehr klein sind, kann man die Functionen u, v, tv nach diesen 
Grössen entwickeln und nur die ersten Potenzen derselben bei- 
behalten; es werden dann die Coordinaten des verschobenen 
Punkts der Kugelfläche: 
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, , , , du , , du , Su , 

Die relativen Coordinaten bezogen auf ein durch den ver- 
schobenen Kugehniltelpunkt gelegtes Coordinatensystem erhält man, 
wenn man von den obigen Grössen bezuglich x + u, y-^-v, z + w 
abzieht. Nennt man diese relativen Coordinaten x'\ y\ z\ so 
ist demnach: 

r. , ^w \ , , du . , du 



dy 



dz 



du , ' ^ . , dv\ , . dv 

^ =*■ ä^ + y (' +aj +'* dz' 



Da die Differentialquotienten von u, v, w klein gegen 1 sind, 
so kann man in denjenigen Gliedern, welche diese Differential- 
quolienten enthalten x' mit x'', y mit y\ z mit z" vertauschen, 
wodurch nur ein Fehler höherer Ordnung begangen wird. Dann 
gehen die obigen Gleichungen über in: 

" /. du\ „ du ,, du 

X = X 11 — -^r- ) — y -^ z — 

V dxJ ^ dy dz 

(32). ..^y =-r - + y [x - ^ j - c ^ 



/ // dw „ dw . „ / 

' =-^ äi-^ ^+^ ('- 



dw\ 
dz)' 



Setzt man dies in die Gleichung (31) ein, so erhält man end- 
lich die Gleichung des £llipsoids, welches von den ursprunglich 
auf einer Kugel gelegenen Punkten gebildet wird: 



(33) . . J 



r , / ^, ^ du „du „ duy 

, f » ./ dv „ dv „ dvY 

+ V -'^ di;-' du-' d^) 

, / // " ^ /^ 3» ff dw^ 

\ dx ^ dy dz)' 
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oder wenn man die Terrae höchster Ordnung ühergeht; 



(34) 






ff 



ff 



+('-4:)»'-^(s+äi)'"'- 

Aus der Form (33) erkennt man sofort mit Hülfe der in 
§. 10 angestellten Betrachtungen, dass für dies Ellipsoid die 
Schnittlinien der Ebenen 



.-r rr CU , ,f 

f, ff du . f 

y ==x -+y 



ff n 



du 

äy 


+ z 


du 

dz 


dv 

dy 


+ 2 


dv 

dz 


du 

dy 


1 " 

+ 2 


dw 

dz 



ff' dw , 

conjugirte Durchmesser sind. 

Aber man erkennt aus (32), dass diese Ebenen in der Ruhe- 
lage dargestellt sind durch die Gleichungen 

x^ = 0, y = 0, z = 0, 
d. h. dass diese Ebenen ursprünglich den Kanten des Parallele- 
pipedons parallel waren. Bemerkt man endlich, dass die Wahl 
der Coordinatenaxen beliebig war, und man demnach dieselbe 
Betrachtung für jede drei ursprünglich aufeinander rechtwinkligen 
Richtungen ansprechen kann, so ist hiermit der Satz bewiesen: 
Jede drei ursprünglich aufeinander senkrech- 
ten Linien werden conjugirte Durchmesser des 
Verschiebungsellipsoids, 
wie dies in §. 4 bereits angedeutet ist. 

Die Form (34) hingegen ist dadurch von Interesse , dass ihre 
sämmtlichen Coefficienten sofort eine geometrische Deutung em- 
pfangen. Denn in Folge der Gleichungen (28) läs$t sich diese 
Gleichung auch so schreiben: 

£* = (l — 2 of) x'* — 2<p y" 2" 
+ (1 __ 2 /S) y '« - 2 ;t 2" X 
+ (1 _ 2 y) z^ _ 2 1/; o:" y" 
Es ist leicht , ähnlich wie in §. 6 für das Elasticttätsellipsoid 
geschehen ist, die Hauptaxen dieser Fläche zu finden. Ich be- 



— 2 



— 44 — 

merke nur, dass für unkrysta llinische Medien die 
Hauptaxenrichtungen dieserFläche mit der desElasti- 
citätsellipsoides zusammen fallen. Führt man nämlich 
statt der a, j5, y, qp, %•> 'H' »"s (l*) § 4 die Spannungen ein, so 
kann man der obigen Gleichung die Form geben; 

e* = ix" + y"- + z"') (l + 2^ füJL^L±J»j 

^(<u a;"' + /„y"' + <„*"» + 2/,4,V+2/„/V' + 2 «„xV'). 

Legt man nun die Hauptaxen des Elasticitatsellipsoids als 
Coordinatenaxen zu Grunde . so hat man nur t^^, i^^, fji verschwin- 
den zu lassen, und T', r", r"' an die Stelle von /,„ fj,, i^^ zu 
setzen. Hierdurch nimmt die Gleichung des Verschiebungs- 
ellipsoids die Form a#: 

^' = (x"' + y"' + /'•) (l + 2^ ^ "^ ^ "^ ^ ) 

— 2 i-J^:-^ ( r a;"' + r" y"« + r" z"«). 

Da hier die Producte der x'\ y\ z nicht mehr vorkommen, 
so ist dies EUipsoid ebenfalls auf seine Hauptaxen bezogen. Für 
krystallinische Substanzen findet etwas ähnliches nicht mehr statt. 

§. 16. Bestimmung der Arbeitsgrösse for eine kleine Ver- 

schiebnng. Beziehnngen zwischen den 36 Goefficienten, von 

denen das Verhalten krystallinischer Substanzen abhängt. 

Denken wir uns den Körper unter dem Einfluss der äusseren 
Kräfte, welche auf ihn wirken, irgendwie so bewegt, dass auch 
seine Gestalt dabei Veränderungen erfahre. Ein Element einer 
solchen Bewegung sei dadurch dargestellt, dass während eines 
Augenblickes der Punkt x, y, z des Körpers, dessen Coordina- 
ten im Anfange des betrachteten Zeittheilchens x + u, y + v, 
z + w gewesen sein sollen, die kleinen Wege 6u, dv, Sw paral- 
lel den Coordinatenaxen zurücklegt. Die dabei geleistete Arbeit 
erhalten wir, wenn wir die auf die Einheit des Volumens bezo- 
genen Kräfte, welche die rechten Theile der Bewegungsgleichun- 
gen (30) § 14 ausmachen, mit dem Volumenelement multipliciren, 
wodurch sie auf ihr wirkliches Maass zurückgeführt werden, und 
sodann die Producte jener Kräfte mit den Verschiebungen öu, dv, öw 
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bilden, endlich über den ganzen Körper integriren. Die so 
geleistete kleine Arbeit wird demnach: 

6TF = 6ü + SV 



wo 



SU = I r I {Ä du + Y 6v + Z Sw) dx dy dz 

die Arbeit der äussern Kräfte bedeutet, welche auf das Innere 
des Korpers wirken, und 



öü 



=fff 



du 



+ öv 



+ 6w 



( 
( 



dx 
dx 
\dx 



+ 



+ 



+ 



dt 



12 



dy 
dy 



+ 



+ 



dt,, 

dz 

dt 

dy 

dl,s 

dz 



)l 
) 



dx dy dz 



die Arbeit der Spannungskräfte , welche von den Anziehungen der 
Moleküle, oder von den auf die Oberfläche wirkenden Druck- 
und Zugkräften herrühren. 

Betrachten wir ein einzelnes Glied dieses letztern dreifachen 
Integrals, z. B. 



SIS 



du r-^ dx dy dz, 

dx 



Ich integrire partiell in Richtung de X Axe längs eines Ca- 
nals vom Querschnitt dy dz, indem y, z selbst dabei als constant 
betrachtet werden. Die partielle Integration giebt 



JJ[^^s-]äyäz-J'JJt,^ 



8 -^r- . dx dy dz, 

dx 



wobei nur der Diflerentialquotient der unendlich kleinen Function 
du durch das damit identische Increment des Difl'erentialquotien- 
ten von u ersetzt ist. Die eckige Klammer bedeutet, dass statt 
des eingeklammerten Ausdrucks die Differenz der Werthe zu 
setzen ist, welche derselbe an den Enden des erwähnten Canals 
annimmt. Seien nun do^ do die Elemente, welche der Canal 
auf der Oberfläche abschneidet, p, q, r die Winkel, welchen die 
nach aussen gerichtete Normale in do gegen die Axen bildet, 
p\ q\ r dasselbe für dd, Ist dann do dem vordem, do dem hin- 
tern Ende des Canals angehörig, so ist offenbar cosp positiv,- 
cosp' negativ, und 

dy dz = do cosp = — do cosp. 
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Die Differenz der Grenz werthe von /„ . du . dy .dz geht da- 
her in die Summe der Werthe üher, welche der Ausdruck 
tn.Su .do . cosp für die £nden des Canals annimmt. Slatt nun 
das obige Doppelintegral über die Endpunkte sämmtlicher Canäle 
auszudehnen, welche man parallel der JTAxe legen kann, kann 
man offenbar geradezu über sämmtliche Elemente do integru*en, 
wobei die Elemente do denn von selbst mit einbegriffen sind. 
Man gelangt leicht zu demselben Resultat, wenn der Canal etwa 
die Oberfläche mehr als zweimal treffen sollte. Die Anzahl der 
Schnittpunkte des Canals mit der Oberfläche ist nothwendig immer 
gerade, da derselbe offenbar jedesmal, wenn er bei einem Punkte 
in das Innere des Körpers eintritt, bei einem andern Punkte 
austreten muss. Bezeichnen wir diese Punkte diu*ch 1, 2 . . 2n, 
so hat man in demiCanal über alle diejenigen Theile zu inte- 
griren, welche innerhalb des Körpers liegen, also vom Punkte 
1 bis zum Punkte 2, von 3 bis 4 etc. Statt [/,, du] also hat 
man dann zu schreiben: 

Für jeden Punkt nun, wo der Canal eintritt, bat man ähn- 
lich wie oben: 

dy dz — — do^^^, cosp,k + „ 
für die Punkte des Austritts aber 

dy dz = do^ cosp,k; 

und so geht das Integral f I [/,, du] dx dy über in die Form: 
/ / {('ii ^w)»« cosp,, rfo„ + . . . + (/„ dw), cosj», rfo,}. 

Nimmt man also das Integral wieder nicht für alle möglichen 
der A'^Axe parallelen Canäle, sondern für alle Elemente do der 
Oberfläche, so kann man dies, wie oben, ersetzen durch 



/ 



/,, du do. 



was zu beweisen war. So ersetzt man also in jedem Falle den 
betreffenden Theil von d V durch 

/ ;,, du do cosp — I I I hi ^ -^ ^^ dy dz, 

wo das erste Integral über die ganze Oberfläche des Körpers 
auszudehnen ist. 
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Behandelt man alle Theile von V auf die nämliche Weise,^ 
so ergiebt sich 

jr= Süt — sUi, 

und man hat: 

J?7, = I {tu cosp + 'it cos^^ + /i3 cosr) du do 

^ / ('«1 cosp + /j, 008 5^ + ^23 cosr) 6u do 

+ / (/31 cos/? + ht cosg' + ^33 cosr) 6w do. 

Aber die eingeklammerten Ausdrucke sind genau dieselben, 
welche nach den Gleichungen (25) den Componenten der auf die 
Oberfläche wirkenden Zugliräfte gleich werden, und es ist somit 
SU^ nichts anders als die Arbeit dieser Zugkräfte selbst: 

Süi = j T (cosTT du + cosjc 8v + cos q Srv) do. 

Endlich bleibt, wenn man mit Hülfe der Gleicliungcn (28) 
die Verschiebungen a, |S, y, ?>, x^ rjj einfuhrt: 

Man hat also 

ÖW ==dU + SU, — dU^, 
wo du und ^ü", die Arbeiten der äussern Kräfte bedeuten. Dem- 
nach ist — dU^ nothwendig die Arbeit der Innern 
Kräfte, welche von den Molekularwirkungcn her- 
rühren. Aber von der Arbeit solcher Kräfte weiss man, dass 
dieselbe stets ein vollständiges Differential ist, oder mit andern 
Worten, dass die bei einer endlichen Verschiebung geleistete Ar- 
beit nur von der Anfangs- und Endposition, nicht aber von dem 
Wege abhängt, auf welchem der Körper aus einer Lage in die 
andere geführt wurde. Da nun die t selbst lineare Functionen 
von or, j9, y^ g>^ Xy i^ s^^^'^^' so muss es demnach nothwen- 
dig eine homogene Function zweiter Ordnung dieser 
Grössen geben, deren Differentialquotienten nach 
a, ß^ y^ tp^ x*» '^ <li^ sechs Spannungen / sind; so dass das 
vollständige Differential dieser Function, die durch F bezeichnet 
sein mag, die Gestalt annimmt: 
(34) . . dF=l,, da + r„ dß + /3, dy + /„ dtp + /,, dx + U, d^. 

Für krystallinische Medien folgt hieraus eine lleihe von 
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^ediDgiingsgldchangeD zwischen den CoefGcienten a der^ Glei- 
chungen 23;- Denn es muss z.B. ^„nach ß differenzirt dasselbe ge- 
ben wie t^ nach a differenzirt. Man kann aUe Bedingungen dieser Art 
der dort gewählten Beziehungsart zufolge durch die eine Gleichung 
darstellen, in welcher t, k,h,m die Werthe 1, 2, 3 annehmen dürfen : 

Hierdurch sind jene CoefGcienten auf nur 21 von einander 
Terschiedene zurückgeführt, wie an der angeführten Stelle bereits 
angedeutet wurde. 

Die Function .^ ist leicht zu bilden; für unknrstallinische 
Substanzen wird sie verhältnissmässig einfach. Drückt man 
nämhch mit Hülfe der Gleichungen ^1*) die t durch o, ß^ y, q>^ 
X* ^ aus, führt dies in den Ausdruck (34) ein, und integrirt, so 
ej^ebt sich: • 

F= ^ s ^ + ß' + y^ . f^ {^ + ß + yY 

1 + ^ ' 2 .1 —2^ 2 



. y T z -r y i 



§. 17. Gleiehungen der Beweg^img imd des Gleichgewichts for 
mkrystallinische SobstanzeiL insbesondeare. 

Die Gleichungen für die Bewegungen und für das Gleichge- 
wicht eines elastischen Körpers, wie ^e schUesslich In u, v, w 
ausgedrückt erscheinen, laaaen sich ebenfaUs leicht in ihrer de- 
finitiTen Form darstellen, sobald der Körper unkrvstallinu^h ist. 
Durch Auflösung der Gleichungen (1*; und mit Rücksicht auf die 
Gleichungen ;2S) ei^eben sich zunächst folgende Ausdrücke der 
Spannungen: 

'"-i+Mfe''"r=^''}' '"— 2,1 + f.) V^^■•■ay; 

wo wie in (29) der Kürze wegen v für die Ausdehnung der Vo- 
lumeneinheit 
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■ 

(32) " ^^ ä^ + ä^ + ö7 * 

gesetzt worden ist. Führt man nun diese Wertlie in die Glei- 
cliungen (30) ein, so erhält man die Gh^iclrnngen ffir die Bewe- 
gung ausgedrückt durcli u, v, w in folgender Form: 

d^u _ E id'^u dhi dhi 1 dv. 



(33) 






^ — 2(i+|ii)>^i«"*"iiy«"*"ä?""*" i-2(id'z^ "^ ^' 

die Grenzbedingnngen aber worden, wenn man in (25) dieWerthe 
der / einführt: 

T cos TT = — ; ■ r- • 

2(l+ft) 



{34)<^ 



r cos X = 



2 (l +1«) 
_+_jeosp + 2(- +^-^.jcos,+(-+ -jcosrj 



r cos Q = 



_ + _jcosp + (^^+^U, + 2(-+ ^«jcosrj 

Ich werde diese Gleichungen zunächst in einigen besonders 
einfachen Fällen behandeln. Als solche Fälle empfehlen sich 
immer diejenigen, in welchen die Oberfläche des Körpers durch 
eine verhältnissmässig einfaclie Gleichung ausgedrückt ist, wie 
beim CyHnder und bei der Kugel. Alsdaini besteht ein Haupt- 
vortheil darin, dass man im Stande ist, sich besonders ein- 
fache Gleichgewichtslagen oder Bewegungsarten vorzustellen, für 
welche die Rechnung sich wesentlich vereinfacht. So kann man 
bei der Kugel annehmen, dass alle Theilchen nur auf dem ihnen 
entsprechenden Radius verschoben seien, und dass alle auf con- 
centrischen Kugeln gelagerten Theile sich völlig gleichmässig ver- 
halten. Dies wird immer eintreten , sobald die auf die Oberfläche 
wirkenden Kräfte normal und gleichmässig vertheilt sind , während, 

Clebsch, Theorie elasl. Kürper. 4 
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jvie hier angenommen werden soll, auf das Innere überhaupt 
Keine äussern Kräfte X, Y, Z wirken. Auch wird dies Verhalten 
nicht geändert, wenn im Innern ein Hohlraum existirt, weicher 
Ton einer concentrischen Kugelfläche hegrenzt ist, und wenn 
diese innere Fläche ebenfalls constanten und gleichförmig ?er- 
tlieilten Druckkräften ausgesetzt ist. 

Aber von grösserer Wichtigkeit ist die Behandlung stabförmiger 
cylindrischer Körper von beliebigem Querschnitt. Die Gleichge- 
wichtsverhältnisse solcher Körper sollen eingehend behandelt, und 
dadurch strenge Ausgangspunkte für die angenäherte Behandlung 
derjenigen Probleme gewonnen werden, welche in der Wirklich- 
keit eine so bedeutende Rolle spielen. 

Ich knüpfe daran ferner Betrachtungen über ebene Platten 
von endlicher Dicke und die Aufsuchung gewisser Gleichgewichtszu- 
stände derselben, Gleichgewichtszustände, welche auch auf cylin- 
drische Körper bezüglich, sich wesentlich dadurch von den erserwähn- 
ten unterscheiden, dass bei den letztern die Endflächen, bei erstem 
die Seitenflächen keinen äussern' Kräften unterworfen sein sollen. 

Die beiden letzterwähnten Probleme bilden endlich den Ueber- 
gang zu einer strengen Theorie der Körper mit einer oder zwei 
sehr kleinen Dimensionen, welche Gegenstand der zweiten Abthei- 
lung dieses Buches sein wird. 

§. IS. Gleichgewicht einer von normalen, gleichförmig ver- 
fheilten DrackkraiBbeii ergriffenen Kngelschale. 

Sind die Bewegungen oder Verschiebungen im Innern einer 
Kugel so, dass jeder Punkt nur auf dem ilim angehörigen Radius 
verschoben wird, und zwar alle auf jeder concentrischen Kugel 
liegenden Punkte um gleich viel , w ährend der gemeinsame Mittel- 
punkt in Ruhe bleibt, so ist das aus den Coordinaten des ver- 
schobenen Punkts gebildete Parallelepipedon demjenigen ähnlich, 
welches aus den Coordinaten seiner Ruhelage gebildet wird ; oder 
es sind die Verschiebungen u, v, w den ursprünglichen Coordi- 
naten X, y, z proportional. 

Setzt, man demnach 

u = ^ . X, V == Q . y, fV = Q . z, 

so bedeutet q die Verlängerung der Längeneinheit, da ausx,y,z 
durch die Verschiebungen x {1 + q), y (1 + q), z (1 + ^) ge- 
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worden ist. Die Grösse q sollle für alle Punkte jeder concen- 
trischen Kugelschalc gemeinsam sein, daher ist q nur noch von 
der Entfernung 

r = ]/ X* + y^ +~? 
und , falls Bewegung stattfindet , von der Zeit abhängig ; die ganze 
Aufgabe ist gelöst, wenn diese Function gefunden ist. 

Führt man die angenommenen Ausdrucke in die Gleichungen 
(31)— (34) ein, so hat man nur zu bemerken, dass wegen des an- 
gegebenen Ausdrucks von r: 

dr X dr y dr z 

dx r'dy r* dz r 
Bildet man die Differentialquotienten .von u, v, w mit Ruck- 
sicht hierauf, so findet sich sofort: 
'du of d^ du xy dQ du 



r dr dy 



dx 
dv_ 
dx 

drv 

dx r dr^ dy 

Hieraus folgt zunächst 



r dr dz 



xy dq dv , y* ^Q. dv 

r dr* dy r dr' dz 

xz dg ^* dx 



yz dg dw 

r dr' dz 

dQ 



xz dg 

r dr 

yz dg 

r dr 

Z^ dQ 



'-^+ Vd? 



sodann aber das folgende Schema der Spannungen : 



(35) 



tu = 



E 



1 +f* 



a? dg 

r dr 



- TT + - 



(1 + ^) ^ + f^ r^l 



tt,= 



l — 2|i* 

E yz dg 
r dr 



1 + (i 



'28 - — 



E 



1+ f* 



^ dQ 

r dr 



+ 



(1 + f») 9 + f» »• I? 



*ai '—— 



^31 



1 — 2ft 

E zx dQ 
1 + ft r dr 



(33 



= E 



1 + |Lt ^ r dr 



+ 



lit = 



dg 

(1 + i^)Q + (^^^ 



1 — 2(1 

E xy dg 
1 + ft r dr 

4* 
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Führt man diese Werthe in die Bewegungsgleichungen ein, 
in welchen die Glieder X, F, Z fortfallen mögen, indem keine 
äussern Kräfte auf das Innere wirken sollen, so reduciren jene 
Gleichungen sich auf eine einzige, aus welcher die Bestimmung 
von ^ erfolgt: 

m . . |m ^ = (i_2^)(l+f.) \d?^ V dr\' 

Die Grenzhedingungen bildet man leicht, wenn man bemerkt, 
dass der Annahme nach die äussern Kräfte normal wirken, dass 
also 7r = p, %=^q, Q = r wird, dass endlich die Cosinus der 
Normale, d. h.. die Cosinus der Winkel, welche der nach dem 
Punkte X, y, z gezogene Kugelradius gegen die Axen bildet, 

deich — , — , — ^^°d. So reduciren sich auch die Gleichungen 
(34) oder (25) sofort auf eine einzige, nämlich auf: 

(37) • r= (,+^)^|_,^) {('+^)P + (l-/.)r|j. 

In dieser Gleichung ist T positiv zu nehmen, wenn es eine 
auf die Oberfläche wirkende Zugkraft darstellt, negativ, wenn 
eine Druckkraft. Ist im Innern ein Hohlraum, und im Innern 
desselben ein anderer Druck wirksam, so gilt eine ganz ähnliche 
Gleichung für die innere Fläche, nur mit verändertem Werthe 
von r. 

Betrachten wir den Gleichgewichtszustand näher. Für den- 
selben reducirt sich die Gleichung ;36' , indem das von der Be- 
schleunigung abhängige Glied ausfallt, auf: 

— ^ -l~ — — — 
cn r er 

oder, wenn man mit r* multipUcirt, auf 

cr\ er J 
Durch Integration folgt lüeraus: 

r z- = 

und 

Ist die Kugel erstlich voll, so ist noihwendig r = a, weil 



er 



rcdr 
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sonst die Ausdehnung q der Längeneinheit im Mittelpunkt, für 
r=:=0, unendlich gross sein würde. 

In diesem Falle ist also die Ausdehnung resp. 
Verkürzung der Längeneinheit in Richtung des Ra- 
dius in der ganzen Kugel constant. Nimmt man an, auf 
die Oberfläche wirke der Druck 2>, so erhält man aus (37)» indem 
man r= — D, und für q den gefundenen Werth setzt: 

— Z> = ; , 

1 — 2|lt 

' _ — ^ (1 — 2fi)D 

Die drei Spannungen /n, t,,, /3s werden hienach einander 
gleich und zwar gleich — D\ der ganze Körper befindet sich in 
gleichförmig comprimirtem Zustand. 

Ist hingegen ausser der Oberfläche , deren Radius a sein mag, 
eine innere Fläche mit dem Radius a vorhanden, und wirkt auf 
diese der Druck D\ so hat man, indem man in q die Constante 
c beibehält, aus (37) für r=a und für r = a die Gleichungen: 

~' E 1— 2|[i "*" 3 (l + li) a' 

_ ^' _ c 2 c . 2 

E i — 2 |[i "*" 3 (1 + ft) a '' 
aus welchen man erhält: 

'_ (^^«'' — Da^)[ V — 2ii) _ (Z> - D) 3 (1 + ft) g' g » 

^ ~ " ~E{a^~^^a'^) ' ^ — " ^ (ä» — a'«) 

und demnach: 



a' o' 



r» 



(/>' a^ - Da') (1 — 2^) + (/>' -2>) (1 + ^) 

^ ^ E (a» — «'») 

In diesem Falle ist die Kugel nicht mehr überall gleich 
stark in Richtung des Radius verlängert oder verkürzt; aber 
die Ausdehnung der Volumeneinheit ist noch für 
alle Punkte dieselbe; denn man erhält aus den oben ange- 
gebenen Formeln 

3 (/>' ö ' —Da^){V- 2 ^) 
E [a^ — a ') 
eine Grösse, welche positiv oder negativ ist, je nachdem 
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B' d^ ^ Dc?\ welche Null wird, wenn der äussere und innere 

Druck, sich zu einander umgekehrt verhalten wie. die Guben der 
ihnen entsprechenden Radien. 

Das Elasticitätsellipsoid jedes Punkts muss hier offenbar ein 
Rotationsellipsoid sein, dessen Rotationsaxe mit der Richtung des 
Radius zusammenfällt; denn um den Radius ist nach allen Seiten 
vollständige Symmetrie vorhanden. Man untersucht dasselbe am 
bequemsten, indem man den betrachteten Punkt etwa in die ^Axe 
verlegt. Man hat dann y = z = 0, ir = r, und die Spannungen 
(35) werden, mit Benützung des Werthes von 9: . 

_ ^ I c 2c ) 



o' — a* 



'" — f«— ^ \r—^ - 3 (1 + ^) A 



«3 — a^ 



Hier hat man, da die Seitenspannungen Null geworden sind, 
sofort die Hauptspannungen vor sich , und zwar sind in der That 
zwei derselben , welche gegen den Radius senkrecht sind , einander 
gleich geworden. 

Ist J9', der innere Druck, sehr gross gegen Z>, so überwie- 
gen in den gefundenen Ausdrücken die ersten Glieder. Da nun 
für alle Punkte des Körpers r <^a, so ist die erste Spannung, der 
Zug in Richtung des Radius, negativ, und giebt einen Druck an, 
die andern aber sind posiliv. Reschränken wir uns dann auf die 
ersten Glieder der gefundenen Ausdrücke, so nehmen dieselben, 
absolut gerechnet, ihre grössten Werthe an für r = a, und zwar 
Ist dafür 



^' '8 .> n'^'s 



Bei sehr grossem Druck überwiegen also diese let^zten Zug- 
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kräfte, und es ist Gefahr vorhanden, dass ehi Zerreissen der 
äussern Oberfläche hervorgerufen wird. 

§. 19. Schwingungen einer Kugel. 

Bei der Untersuchung der Schwingungen des betrachteten 
Körpers kann man nach dem Satze des §.14 von den äussern 
Kräften abstrahiren, und also den auf die Oberfläche wirkenden 
Druck gleich Null setzen, vorausgesetzt, dass dieser selbst nicht 
als mit der Zeit. verändMich angesehen werden muss. Denn 
wie oben gezeigt wurde sind die Schwingungen um die im vori- 
gen §. betrachtete Gleichgewichtslage in solchem Fall genau iden- 
tisch mit denjenigen, welche die Moleküle des Körpers um 
ihre naturlichen Lagen ausfuhren, wenn gar keine 'Gräfte von 
aussenher auf den Körper wirken. Man hat daher ausser der 
allgemeinen Gleichung (36). 

\61) ... ^ ^11- (i_2^)(l + ^) V^r' "*" r dr) 

für die innere und die äussere Oberfläche hier die vereinfachte 
Grenzbedingung 

(38) .:..:... r|? + l±ii, = 

er \ — ft 

zu erfüllen. Ich werde im Folgenden die Kugel als voll anneh- 
men; alsdann besteht die Gleichung (38) nur für die äussere 
Fläche. Aber zu dieser Bedingung tritt hinzu, dass die Verschic- 
bungen für das Centrum nothwendig Null sein müssen; man hat 
dadurch wieder hinreichende Bedingungen um ^ vollständig zu 
bestimmen. Dies geschieht auf folgende Weise. 

Denken wir uns die Function ^ in folgender Form: 

;^ = iJj sin (Ä:, t) + Ä, sin (/r, t) + B^ sin [k^i) + ... 
-t- 5, cos (/r, t) + 5, cos [ki i) -f 5, cos % -f ... 
•wo die Coefficienten Ä, S nur Functionen von r sind, und wo 
die k weiterhin zu bestimmende constante Grössen bedeuten. Es 
ist leicht die Bedeutung einer solchen Darstellung von q sicii 
deutlich zu machen. Ein Punkt, der ursprünglich um r vom 
Mittelpunkt entfernt ist, befindet sich zur Zeit i in der Entfer- 
nung r (1 + p) ; er hat sich also um r . p aus seiner Gleichge- 
wichtslage entfernt. Nun nimmt für jeden bestimmten Punkt mit 



(39) . {' 
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r auch jeder der Coefficienten R, S, welche im q vorkommen, 
einen Consta n ten Werth an, und so erscheint die Entfernung r.g 
des Punkts aus seiner Ruhelage, als die Summe von einzelnen 
Gliedern der Form 

r . Ä„ sin (Ar, /) + r . S^ cos {k^ t) , 
Yio r . R^ und r . S^ constante Coefficienten sind. Man kann nun 
die ganze Bewegung als Summe coexistirender Einzelfoewegungen 
auffassen , für deren jede die Entfernung aus der Ruhelage durch 
den obigen Ausdruck dargestellt wird. Betrachten wir diesen 
einfachen Ausdruck genauer. Zuvördttst sieht man sofort, ^dass 
derselbe sich nicht ändert, wenn man in denselben statt t den 

211 

Werth ^ + -7- einsetzt, denn hierdurch wird das Argument 

des Sinus und Cosinus nur um 2% vermehrt, so dass Sinus und 
Cosinus selbst -ungeandert bleiben. Der betrachtete Ausdruck 

stellt also nach Verlauf der Zeit ^ immer wieder dieselben Ver- 

K 

Schiebungen dar, oder mit andern Worten, er hat die Bedeutung 

von Schwingungen, deren Dauer gleich — ist, undwel- 

che sich fortwährend mit unveränderlicher Stärke wiederholen. 
Bestimmt man eine Zahl M und einen Winkel a, so dass 
r . R^ = M cosof, r . S^ = M sina, 

so geht der obige Ausdruck Ober in 

M sin {k^ i + a). 

Dieser neue Ausdruck kann offenbar nur zwischen den Wer- 
then + M und — M schwanken, da der Sinus selbst sich zwischen 
+ 1 und — 1 bewegt. Die Grösse M also, welche nach den 
obigen Formeln gleich 

j/f^ (Ä„* + Sj) 
ist, giebt uns die Ausdehnung an, welche die Schwingungen 
nach beiden Seiten der Ruhelage zwar immer wieder erreichen, 
aber niemals überschreiten können. Diese Grenze selbst ist von r 
abhängig, und also für verschiedene Punkte des Körpers verschie- 
den, wa^ mit der Zahl k^ und also mit der Schwingungsdauer 
nicht der Fall ist. Alles zusammengefasst, ergiebt sich für die 
Form (39) folgende Deutung: Dieser Ausdruck bezeich- 
net die Schwingungen, welche jederPunkt des Körpers 
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iD Richtung des Radius ausführt, als Summe von 

Einzelschwingungen, deren jede für die verschiede- 

jfln \ 
nen Punkte des Körpers gemeinsame DauerC —j , aber 

verschiedene Ausdehnung (Amplitude) besitzt. 

Denken wir uns durch die Schwingungen der Kugel die um- 
gebende Luft in Schwingungen versetzt, so entspricht jeder Ein- 
zeischwingung des Körpers eine entsprechende Einzelschwingung 
der Lufttheiichen, und äussert sich in diesen als Ton, dessen 
Höhe durch die Anzahl- Yon Schwingungen angegeben wird, 
welche der Einzeischwingung in jeder Secunde angehören. Diese 

Zahl ist — ; und man kann sonach die Reihe (39) auch deuten 

durch eine Reihe von Tönen, welche der schwingende 
Körper gleichzeitig erregt, und deren Höhe bezüg* 
lieh durch die Schwingungszahlen 

^ ^ ^ 

27C t% llt 

ausgedrückt wird. 

Führt man nun den Ausdruck (39) in die Gleichung (37), 
so wie in die Grenzbedingung (38) ein, und setzt, da alle diese 
Gleichungen für jeden Augenblick erfüllt sein müssen, die Coef- 
ficienten gleicher Sinus und Cosinus auf beiden Seiten jener Glei- 
chungen einander gleich, so erhält man für jede Function R^ 
die Bedingungen: 

(40). { - m /r. i?. - (i_2^)(i+7) \ a.« + 7 ar" ; 
für alle Punkte des Körpers; an der Grenze aber, für r==a, 

(«) fi- + f^-.=«^ 

und für die S^ ganz die nämlichen Gleichungen. Die Gleichung 
(40) kann man nun leicht auf folgende Weise integriren. 
Es sei der Kürze wegen eine Zahl a so bestimmt, dass 



— 58 — 
wodurch die DifTeretitialgleichung übergeht io: 



4 dR, Ar,' Ä. 



Nun genügt man, me die einfachste Rechnung lehrt, der 
Gleichung • 

(44) I?!? + A ^ = _ ^ 

immer, wenn man für g) die folgende Reihe einsetzt, welche ich 
durch 9>h(—j bezeichne: 



(45) J 



fkr\ a* of 



4 



(Ä+ I) 2.4(Ä + 1) (Ä+3) 



a« 



2.4.6(Ä+l)(Ä+3) (Ä+5) 



+ ... 



Da nun die Gleichung (44) mit der Gleichung (43) zusam- 
menfällt, wenn A = 4, so wird 



.. = .(V) 



ein Integral jener Gleichung. Aber die Gleichung (43) nimmt 
eine ganz ähnliche Gestalt auch noch an, wenn man 

r 
setzt; für die neue Veränderliche It\ erhält man dann die 
Gleichung: 

dr* r dr • c? * 

welche mit der Gleichung (44) zusammenfallt, für ä = — 2. 
Diese letztere Gleichung wird demnach erfüllt, wenn man setzt; 

Da nun die Gleichung (43) linear ist, und also auch eine 
Summe von Einzellösungen, mit beliebigen Constanten multiplicirt» 
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der Gleidiung genügt, so hat man die allgemeine Form von R, 
wenn man aus den gefundenen Integralen den Ausdruck: 

(46)... { ij. = ^, „.(Ar) . + ^ „_.(^) 

zusammensetzt, durch A^ und B^ beliebige Constanten be- 
zeichnet. 

Nehmen wir aber die Bedingung zu Hülfe, dass die Ver- 
schiebung r.Q für das Centrum gleich Null sein muss, so erkennt 
man sofort, dass dieser Forderung nur der in A multiplicirte 
Theü von Ä„ genügt, \vährend für den andern, welcher negative 
Potenzen enthält, für r i= sogar ein unendlich grosser Werth 
erhalten wird. Hieraus folgt, dass die Constante B^ verschwinden 
muss, und dass also 

(47) { Ä. = ^« . <P*{^)- 

Es bleibt nun noch die Bedingungsgleichung (41) zu erfüllen, 
welcher für r = a zu gentigen ist. Setzt man den gefundenen 
Werth von R^ in dieselbe ein, so tritt die Constante A^ als Fac- 
tor heraus und es bleibt die Gleichung übrig: 

(48). . . . j 'MX£ j. ' +''„ ^*««^ = ^' 

Diese Gleichung nun enthält ausser Ar„ nur noch bekannte 
Grössen; diese Gleichung giebt also in- ihren Wurzeln 
die verschiedenen Grössen k^, welche man in den 
Ausdruck (39) einzuführen hat, giebt also auch die 
Dauer der verschiedenen, der gegebenen Kugel ent- 
sprechenden Einzelschwingungen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung, welche offenbar nur die ge- 

Je d * 

raden Potenzen von -A- enthält, haben zwei Eigenschaften , welche, 

wie im folgenden § entwickelt werden soll, allen Gleichungen zu- 
kommen, auf welche ähnliche Schwingungsprobleme führen, ja 
welche selbst in einer noch bei Weitem augedehnteren Classe von 
Problemen der mathematischen Physik auftreten: die Werthe von 
k^*, welche sich daraus ergeben, sind sämmtlich reell und posi- 
tiv; und wenn k^, k^ zwei verschiedene Wurzeln bedeuten, so 
hat man immer: 
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« 

(49) .... / 9-4 (-"^) . 9>4 (^) r* . dr -=: 0. 



SO lange « von m verschieden ist. Dass, wenn die k«' sämmtiich 
reell sind, sie auch positiv sein müssen, und daher die k^ selbst 
reell, sieht man leicht aus der Gleichung (48), welche nach Po- 
Ar o 
tenzen von z = -^^ geordnet, die folgende Gestalt annimmt: 

a 

2.5 V^ l+fiJ 2.4.5.7 V l+ft/ 

Da die Zeichen der auf einander folgenden Glieder hier 
fortwährend abwechsein, so folgt nach bekannten Eigenschaften 
der Gleichungen, dass sämmtUche Wurzeln positiv sind. 

Sind die Wurzeln k^ sämmtiich gefunden, so ist demnach 
R^ bis auf den Factor J^ bekannt. S^, welches denselben Be- 
dingungen wie R^ unterworfen ist , kann sich von diesem nur durch 
den Werth dieser Constante unterscheiden; man darf also setzen 

und erhält demnach für q aus (39) folgenden Ausdruck : 
Q = {A, sm(k^i) + B, cos{k^t)}g>,Q^J 

+ {A^ s\n[k, i) -f B^ cos(/r, i)} (p, Q^^ 

Die in diesem Ausdruck noch enthaltenen Constanten A, B 
bestimmen sich endlich aus dem Anfangszustande des Körpers. 

Um die Bewegungen vollständig zu bestimmen, muss näm- 
lich noch die Lage sämmtlicher Punkte des Körpers im ersten Au- 
genblicke nebst den anfanglichen Geschwindigkeiten bekannt sein. 
Ist im ersten Augenblick, also für f = 0, die Verschiebung r.q 
der verschiedenen Punkte in Richtung des Radius, durch eine 

gegebene Function f[r), ihre Geschwindigkeit r. — - durch eine 

andere Function Fir) dargestellt, so hat man, indem man für q 

und -p aus der obigen Formel für ^ ihre Werthe einfuhrt, so- 
tt^ 

dann aber in denselben l gleich Null setzt, die Gleichungen: 



+ 
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Vj:L^,*,,.(t') + ^. i. ,.(*^) +^.*, ^,(*ir) 

Aus diesen Gleichungen erhält man die Wertlie der A, B, 
ausgedrückt durch bestimmte Integrale, mit Hülfe der Gleichung 
(49). Multiplicirt man nämlich jede der Gleichungen (50) mit 

9)4 ( -^ J und integrirt sodann auf beiden Seiten von bis a, 

so fallen nach der Gleichung (49) sämmtliche Glieder fort bis 
auf die mit B„, resp. A^ muUiplicirten, und es ergiebt sich 
daher: 



r 







jF{r) . q,, (^^y dr = k, A^ J'q,,' (^)r < dr , 



aus welchen für die Constanten X, B^ die Werthe folgen: 



frc-fh-m 



B^ = 



M^O" 



rfr 



^. = !^ 






Durch diese Formeln ist die Aufgabe völlig gelöst. Man be- 
merkt, dass diese letzten Bestimmungen nur noch auf die Am- 
plituden Einfluss haben , welche den Einzelschwingungen zu- 
kommen, nicht auf die Schwingungsdauern. Diese letztern zei- 
gen sich vielmehr allein durch die geometrische Gestalt des 
schwingenden Körpers bedingt. 
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§. 20. Heber die Wnndn der transs^endenten Gleichii]i|;eii, 
welehe die Untemchiiiig Yon Schwingungen elastischer Korper 

mit sich fahrt 

Die Schwingungen jedes elastischen Körpers , in welcher 
Weise, dieselben auch stattfinden, lassen sich immer, indem man 
«e als Sunune einfacher periodischer Einzelschmngungen auffasst, 
in derselben Form darstellen, weiche oben der Grösse q gege- 
ben wurde, d. h. man kann setzen: 

* 

u -^^ u^ sin (Ar, /) + ti, siu (Ar, t) + ... 
+ u ^ cos (Ar, t) + w, cos (Ar, ^'; 4; . . . 

t> = r j siD (A:, i) + F, siD (A:, f ) + • • • 
+ r , cos (Ar, t) + V ^ cos (Ar, ^) -|- • • • 

w = «?j siu (Ar, /) 4" ^t sin (Ar, /) -j" • • • 
+ w\ cos (Ar, ^) + n>\ cos (A:, ^) + ... 

wo dann immer die mit den nämlichen Sinus oder Cosinus mul- 
tiphcirten Tenne zusammen eine Einzelschwingung darstellen. 
Diese Gheder müssen, wie mau leicht erkennt, jedes System für 
sich, den Differentialgleichungen genügen. Führt man also in 
den Gleichungen (30), nachdem X, F, Z gleich Null gesetzt sind, 
für u, 9, fo die Componenten 

u. siD(A:. ^j, r. sm(A:. /), w^ sin (Ar. ^) 

einer Einzelschwinguug ein, so wird dann auch 

l„ = /„W sin(Ar. /), /„ = ^„W sin (Ar. I), etc. 

wo die 1^*' aus dem t einfach erhalten werden, indem man die 
<<»* ^s» ^s 3D <^i^ Stelle der u, r, w rücken lässt. Auf diese 
Weise erhalten sammtliche Gleichungen den Factor sin (Ar. t) , und 
mit üebergehung desselben behält man: 



(51) 



3/ W dl '"' dl '"' 

8a: 8y *'* dz 



"**•"" p^ T^ ;i„ + 



,.. 2'lt'" , ^'t,'"' _L ^'t/"' 
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In diesen Gleichungen kommt die Zeit nicht mehr vor; die 
^n» ^nf ^n ^ie auch die Z^**^ sind nur noch Functionen der Coor- 
dinaten. Aber ausser diesen drei allgemeinen Gleichungen erhält 
man noch andre in den Grenzen. Man erhält dieselben aus den 
Gleichungen (25) , wenn man die äussern Druckkräfte gleich Null 
setzt und unter p, q, r die Winkel versteht, welche die nach 
aussen gerichtete Normale der Rörperoberfläche gegen die Coor- 
dinatenaxen bildet. Setzt man in jenen Gleichungen für u, v, w 
ebenfalls die Ausdrücke einer Einzelschwingung ein, so tritt wieder 
in sämmtlichcn Gleichungen der Factor sin (k^i) hervor, und 
es bleibt: 

/^i/") cosp + /jj^»*^ cosq + /,3^"J cosr == 
(52) . . a,2^"^ cosp + ^,,^"J cosq + fj""^ cosr = 

Wj3^"^ cösp + ^„^"^ cosq + /j,^"^ cosr = 0. 

Auch in diesen Gleichungen ist von der Zeit t keine Spur 
mehr vorhanden. 

Diese Gleichungen (51), (52) bestimmen nun t/^, v^, w^ als 
Functionen der Coordinaten , doch so, dass eine willkürliche 
Constante sämmtlichen drei Grössen als gemeinschaftlicher Factor 
hinzugefügt werden darf. Denn offenbar ändern die Gleichungen 
sich nicht, wenn man darin für u^, v^, w^, einsetzt Km^, K,v^ ^^'"^^ 
und unter K eine wilkürliche Constante versteht, indem diese 
sich sofort als gemeinsamer Factor aus allen jenen Gleichungen 
heraushebt. 

Die Gleichungen (51), (52) aber führen ferner, vsie es in 
dem speciellen Fall des vorigen Paragraphen ausgeführt ist, auf 
eine transscendente Gleichung für die in den rechten Theilen der 
Gleichungen (51) auftretende Grösse Ar%. Diese transscen- 
dente Gleichung hat immer nur reelle positive Wur- 
zeln, wie sogleich' gezeigt werden soll. Zuvor sei aber bemerkt, 
dass die Grössen m'„, v\^ w\ auf dieselben Gleichungen führen, 
wie Mm, t^n, w^, und sich also nur durch die in ihnen enthaltenen 
drei willkürlichen Constanten von diesen Grössen unterscheiden 
können. 

Betrachten wir das dreifache Integral 

/ = I I jiu^ u„ + v^ v„ + tv^ fv„) dx dy dz, 
in welchem k und n zwei verschiedene Zahlen bedeuten sollen. 
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und welciies über das ganze Volumen des schwingenden Körpers 
ausgedehnt werden soll. Es wird übrigens am Folgenden nichts 
geändert, wenn man u^, v^, w^ oder auch zugleich t/^, v^, w,, durch 
die entsprechenden gestrichenen Grössen ersetzt. Fuhrt man in 
dem Integral / statt t/„, »„, w^ die Ausdrücke ein, denen sie den 
Gleichungen (51) zufolge gleich werden, so ist 



--""'=/// 



dx 



/8t *"' 



+ «'» 



dx 
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+ dz J 
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dy ^ dz J 

dtj"^- . dlj'i 
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dx dy dz. 
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dz 
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Behandelt man nun dieses Integral ganz ebenso wie das ähn- 
liche in § 16, so erhält man genau wie dort ein Doppelinte- 
gral, welches über die ganze Oberfläche des Körpers ausgedehnt 
wird, und ein dreifaches Integral. Man erhält beide aus den 
dort angegebenen Grössen 8ü^ und — 6ü^y wenn man darin die 
/ durch die /^"^, und die du, öv, öw durch t/^, v,,, w,, ersetzt. 
Dann erkennt man ohne Weiteres, dass wegen der Gleichungen 
(52) das erste dieser Integrale verschwindet; und so bleibt denn: 



m 



*11 


dx ^ '" 
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+'.,« 
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dz ^ " 
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duj^ 
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dUf, 

dx 



) 



dx dy dz. 



Erinnert man sich indess, dass die /^"^ lineare Functionen der 
du^ 



sechs Grössen ^ , -p + ^ , 

dx dz dy 



etc. sind , und zwar partielle 



Differentialquotienten einer und derselben Function zweiter Ordnung 
nach diesen Grössen genommen , so erkennt man sofort, dass die 
unter dem Integralzeichen stehende Function sich nicht ändert, 
wenn man darin die w^, v^, w^ mit den m„, v^, w„ vertauscht. 
Dasselbe muss also auch mit der linken Seite der Gleichung 
stattfinden; da sich nun / nicht ändert, wenn n durch k ersetzt 
wird, während k\ in 1^^ übergeht, so kann jene Seite beider 
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Vertauschung nur ungeändert bleiben, wenn sie verschwindet. 
Es ist also, vorausgesetzt, dass n von Ar verschieden ist: 

(53) . ///("« "* + Vn v„ + w^ w^) dx dy dz = 0. 

Hätte nun die erwähnte transscendente Gleichung conjugirte 
imaginäre Wurzein, so könnte man diese an Stelle voii A:% und 
1^^ setzen. Aber dann könnte man auch t/„, Uj, als conjugirte 
imaginäre Grössen betrachten, ebenso v^, Vi, und rv^, w^. Nun 
ist das Product zweier conjugirter Grössen, a + ßi und a — ßi, 
gleich «* + j^, also stets positiv. Das Integral (53) würde also 
eine Summe von positiven Zahlen darstellen, welche gleich Null 
sein soll. Da dies unmöglich ist, so kann k* nie einer imagi- 
nären Zahl gleich werden. 

Aber auch positiv müssen sämmtliche k^ sein , und daher die 
k selbst reell. Behandelt man nämlich ebenso wie / das lätegral 

^ = jyyi'''" "^ ""*" ■*■ '''''») '^^'^^'^^' 
wobei die t/„, r«, w^ wegen der nachgewiesenen Realität der k*^ 
ebenfalls als reell gelten dürfen , so erhält man ganz auf die gleiche 
Weise m ä*^ /' ausgedrückt durch das oben angegebene dreifache 
Integral, in dem nur die t/^, e^^, w^ durch die w„, v„, w^ ersetzt 
sind. Der Ausdruck unter dem Integralzeichen wird dann, wie 
man leicht erkennt, nichts anderes als das Doppelte der Func- 
tion F, welche in § 16 aufgestellt ist, nur darin m„, v„, w„ für 
u, V, w gesetzt. 

Man hat also 



(54) m 



k^^f = 2 r I JFdxdydz. 



Das negative Differential des dreifachen Integrals rechts, be- 
deutete aber die Arbeit, welche die Innern Kräfte bei einer klei- 
nen Verschiebung leisten, daher stellt das Integral selbst, mit 
entgegengesetzten Zeichen genommen, die Arbeit dar, welche die 
Innern Kräfte leisten, wenn der Körper aus seiner natürlichen 
Lage verschoben wird, bis er die Verschiebungen t/„, »„, fv^ erhält. 
Diese Arbeit ist ihrer Natur nach negativ, genau entgegengesetzt 
der ihr gleichen positiven Arbeit der äussern Kräfte, welche zu 
einer solchen Verschiebung nothwendig ist. Das dreifache Integral 
ist also nothwendig positiv; aber auch /', welches eine Summe 

Clebsch, Theorie clasl. Körper. 5 
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positiver Glieder ist, daher muss denn auch k\ nothwendig po- 
sitiv sein, was zu beweisen war. 

Könnte k^ imaginär werden , so würde auch sin {k^ i) wie 
cos (k^t) imaginär werden, und die trigonometrischen Functionen 
wärden auf Theiie führen, weiche die Zeit in Exponentialgrössen 
enthielten, d. h. auf Glieder, welche mit zunehmender Zeit ent- 
weder Null werden oder ins UnendUche wachsen müssten. Der 
wahre Sinn des soeben bewiesenen Satzes besteht also darin, dass 
die inneren Bewegungen eines elastischen Körpers, 
wenn derselbe ganz sich selbst überlassen ist, au Aus- 
dehnung für alle Zeit weder wachsen, noch abnehmen, 
sondern dass alle Einzelbewegungen in gleichmässi- 
gen Perioden innerhalb unveränderlich bestehender 
Grenzen ausgeführt werden, welche sie niemals über- 
schreiten, aber auch immer nach Verlauf gewisser 
Zeiten wieder erreichen. 

Die Anwendung der Gleichung (53) auf das im Vorigen be- 
handelte Problem ist sehr einfach. In demselben war 

u = Q. X, V = Q . y, tv == Q , z, 
daher auch nach der in (39) gewählten Bezeichnung: 

Wn = Ä^ • a:, v^ = R^. y, n\ = R^ . z 
Un = Rif . X, Vi, = R,^ . y, tVif = Rif , z. 
Somit nimmt, da 

x^ + y^ + z' = r\ 
der in (53) zu integrirende Ausdruck den Werlh: 

«» Wfc + v^ vt, + w^ Wfc = R^ R,,.t^ 
an, welcher nur von r noch abhängig ist. 

Um diesen Ausdruck über den ganzen Körper zu inte- 
griren, kann man zunächst über eine unendhch dünne Kugelschale 
itttegriren, deren Radius r und deren Dicke dr ist. Da für alle 
Punkte dieser Schale Ä,, Ä^ . r* denselben Werth hat, so erhält man 
sofort diesen Werth mit dem Volumen iTtr^dr der Kugelschale 
multipUcirt Man hat also mit Uebergehung des Factors 47c aus 
(53), indem man noch über die verschiedenen Kugelschalen integrirt: 



; 



Ä„ Äfc r* dr = 0. 



Führt man hier für Ä« und R,, ihre Werthe aus (47) ein, 
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so ergiebt sich sofort die Gleichung (49), welche zu bewei- 
sen war. 



§. 21. Beweis, dass die Probleme des Oleichgewichts elasti- 
scher Körper völlig bestimmt sind. 

Mit diesen Untersuchungen hängt aufs Genauste der Beweis 
für den Umstand zusammen, dass wirklich die Probleme des 
Gleichgew ichts elastischer Körper völlig hestinnnt sind , w enn die 
auf das Innere und die Oberfläche wirkenden Kräfte gegeben 
sind. 

Nehmen wir nämlich an, die Aufgabe des Gleichgewichts 
gestattete zwei von einander verschiedene Lösungen ; die eine der- 
selben sei durch die Verschiebungen w, v, w, die andre durch 
die Verschiebungen t/, v\ rv dargestellt. Denken wir uns die 
Bedingungsgleichungen für das Problem hingeschrif»ben , einmal 
mit den Veränderlichen w, r, Wy das zweite Mal mit den Verän- 
derlichen u\ v\ w. Ziehen wir die entsprechenden Gleichungen 
beider Systeme von einander ab, so erhalten wir ein ähnliches 
System; in demselben stehen jetzt an Stelle der Veränderlichen 
«, V, rv die Difterenzen u — u\ v — v, w — rv \ die äussern 
Kräfte aber, welche in beiden Systemen durch völlig dieselben 
Glieder vertreten waren, haben sich bei der Subtraction aufge- 
hoben. Es sind also 

w — u , V — v\ rv — v/ 

Verschiebungen, welche in dem Körper eintreten köimen, ohne 
dass äussere Kräfte auf das Innere oder auf die Oberlläche wirken. 
Zeigen wir nun , dass solche Verschiebungen gleich Null sind , so 
ist dadurch nachgewiesen, dass für die aiigenonnnenen Lösungen 

u = u , V = V , rv == rv , 
d. h. dass es nur einen einzigen Gleichgewichtszustand giebt. 

Nehmen wir also an, es wirkten keine äussern Kräfte. Als- 
dann gelten für diese Verschiebungen dieselben Ghachungen 
(51), (52), welche im vorigen § benützt sind, nur dass die linken 
Theile von (51) durch Null zu ersetzen sind; oder mit andern 
Worten, wir erhalten die hierher gehörigen Gleichungen, wenn 
wir in den Gleichungen des vorigen §. /r„ = setzen. Sofort 
reducirt sich dann (54) auf 

5* 
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ffß 



dx dy dz = . 



Dieses Integral hat seiner Bedeutung nach immer einen po- 
sitiven Werth, welches auch die Functionen u, v, w sein mögen, 
da es die äussere Arbeit angiebt, welche zur Hervorbringung 
solcher Verschiebungen nothwendig ist. Aber dieser Charakter 
kann nicht aligemein dem Integral zukommen , ohne zugleich auch 
der Function F zuzukommen, da man den Körper beliebig wäh- 
len, also selbst auf einen unendlich kleinen Baum beschränken 
kann, für welchen jenes Integral in F selbst übergeht, multipü^ 
cirt mit dem Volumen, also mit einer jedenfalls positiven Grösse. 

Da nun das obige Integral sonach eine Summe von positiven 
Grössen ist, so kann es nur mit diesen selbst verschwinden; es 
muss also für die untersuchten Verschiebungen ^ =r sein. Und 
da wiederum F eine wesentlich positive Function ist, so kann 
dies nur geschehen, wenn die sämmtlichen Argumente verschwin- 
den aus denen sie zusammengesetzt ist, d. h. wenn gleichzeitig: 

dx ' dz dy 

/et\ dv ^ dw , du 

(55) I- =0; — + - = 

^y ox dz 

drv ^ ^w . ^^ ^ 
— =0; — + — =0. 

dz cy dx 

Betrachten wir z. B. die Function w. Sie darf in Folge der 
ersten Gleichung nicht x enthalten, so wenig als y \vl v^ z Xm w 

auftreten darf. Aber dann zeigt die letzte Gleichung, dass — 

nicht y enthalten darf, so dass u für y linear* sein muss; und 
in Folge der fünften Gleichung wird es ebenso linear für z. Also 
hat man, indem man die Functionen v, w ebenso behandelt: 

.M = a+yy — ^z 

(56) <r = ft+az — y X 

^ w =: c + ß X — ay; 

wo die a, b, c, cc^ß^y constante Coefflcienten sind; es mussten 
je zwei Coefflcienten gleich und entgegengesetzt angenommen 
werden, um den letzten drei Gleichungen (55) zu genügen. 

Die Gleiclmngen (56) nun stellen nichts anderes dar^ als 
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solche Verschiebungen, bei denen der Körper als starr zu be- 
trachten ist. Man überzeugt sich hiervon sehr leicht. Lässt man 
von den sechs Constaqten a, b, c, a, ß, y alle bis auf a verschwin- 
den, so sind t;=:^t<; = 0, w==a. Alle Punkte des Körpers sind 
also parallel der XAxe um die Strecke a verschoben. Ebenso 
deutet h auf eine Verschiebung des Körpers parallel der FAxe, 
c auf eine Verschiebung parallel der Axe der Z. Lässt man hin- 
gegen nur OL bestehen, so ist 

Die Punkte der ZAxe , ffir welche z = 0, y = 0, sind 
daher überhaupt in Ruhe geblieben. Ein Punkt aber, dessen Ent- 
fernung r von der ZAxe ursprünglich mit der 2 Axe den Win- 
kel 9> bildet, und dessen Coordinaten also ursprünglich 

z = r cos 9 5 y = r sin g> 

sind, nimmt bei einer kleinen Drehung des Körpers, bei welcher 
ein Winkel a um die A'Axe beschrieben wird, die Coordina- 
ten ^n: 

z + w == r cos (9> + a) 

y -f. t; = r sin (9 H- a) , 

oder, wenn a sehr klein ist, so dass sein Sinus mit a selbst, sein 
Cosinus mit 1 verwechselt werden darf: 

z 4- w = r (cos 9) — a sin 9?) 
y + V = r (sin 9? -}- a cos 9)) , 

aus welchen sich sofort 

w -= — a r singp = — ay 
v = a r cos gp = a z 

ergiebt. Die oben angegebenen Formeln entsprechen also einer 
kleinen Drehung um die A'Axe, und ebenso deuten /S, y auf 
Drehungen um die Y oder 2Axe , also die Gleichungen (56) über- 
haupt auf die Gesammtheit der Verschiebungen, welche einem 
starren Körper möglich sind. 

Hieraus folgt, dass die Probleme des Gleichge- 
wichts elastischer Körper völlig bestimmt sind, sobald 
man noch soviel Dedingungen hinzufügt, als genügten, 
um die Lage eines starren Körpers vollständig zu 
bestimmen. Solche Bedingungen aber sind folgende: 
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1) Ein Punkt des Körpers bleibe fest, so dass für ihn u, v, w 
verschwinden. 

2) Ein durch diesen Punkt gezogenes Linienelement soll 
seine Richtung beibehalten, und 

3) Ein durch dieses Linienelement gelegtes unendlich klei- 
nes Flächenelement soll in seiner Richtung beharren. 

Fügt man diese Redingungen hinzu, so ist dadurch das 
Problem völlig und eindeutig bestimmt. 

Dass aber die obigen R estimmun gsstücke hinzugefügt werden 
müssen, hat wesentlich darin seinen Grund, dass die Lage des 
Coordinatensystems zunächst nur durch endliche Zahlen bestimmt 
ist, d. h. durch Grössen, gegen welche man die kleinen Verschie- 
bungen vernachlässigt. Treten nun diese Verschiebungen ein, 
und werden berücksichtigt, so sind möglichenfalls in den Restim- 
mungsstücken des Coordinatensystems ebenfalls kleine Correctionen 
anzubringen, welche denn durch das obige geliefert werden. Nur 
eine secundäre Erscheinung ist es, dass jene in Wahrheit nur zur 
vollständigen Restimmung des Coordinatensystems dienenden Cor- 
rectionen genau das Ansehen haben, als könnte ihnen gemäss 
der Körper ein wenig verschoben werden, ohne dass das Gleich- 
gewicht aufhörte, was doch offenbar eine Absurdität ist. Nicht 
der Körper, sondern das Coordinatensystem gegen den Körper 
kann ein wenig verschoben werden, ohne dass die Redingungen 
des Gleichgewichts ihre Form im Mindesten ändern , und nur dies 
ist es, was durch die in den Formeln (56) übrigbleibende Will- 
kürlichkeit angezeigt wird. 



§. 22. Oleichgewicht cylindrischer Körper, 

Rei der grossen Wichtigkeit, welche Körper von cylin- 
drischer Form in den Anwendungen haben, ist es begreiflich, 
dass man versucht hat, dieselben auch in der Theorie voUständi- 
ger zu behandeln. Man verdankt eine nähere Kenntniss der 
bei solchen Körpern auftretenden Erscheinungen den Untersu- 
chungen von de Saint-Venant^) , w eiche, von eigenthfimlichen Ge- 
sichtspunkten ausgehend, eine Reihe von Gleichgewichtszuständen 



*) Mdm. sur la torsion des prismes, 1855; Mem. sur la flexion des 
prismes, Liouville Journ. Il&me se'rie, Tome I. (1856). 
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allgemeiner und specielier cylindrischer Körper kennen gelehrt 
haben. Es soll im folgenden eine modißcirte Darstellung der be- 
treffenden Untersuchungen in ihren Hauptpunkten gegeben werden. 
Denken wir uns einen cylindrischen Körper von beliebigem 
Querschnitt; von uukrystallinischer Substanz, wie hier der Einfach- 
heit w egen angenommen werden soll , obwohl auch für krystalli- 
nische Körper ähnUche Betrachtungen gelten. Der Körper sei, 
den am Ende des vorigen § angegebenen Bedingungen gemäss, 
dadurch fixirt, dass in dem einen der ihn begrenzenden Quer- 
schnitte ein Punkt, ein Linienelement, und ein Element der Fläche 
eine gegebene Richtung beibehalten sollen. Sei die Axe der Z 
der Cylinderaxe parallel, so dass also die Querschnitte des Cylin- 
ders der ZF Ebene ursprungHch parallel sind; der in der End- 
fläche gewählte festzulegende Punkt werde der Anfangspunkt, das 
festzulegende Linienelement gebe die Richtung der ^ Axe an; das 
benachbarte Element der Endfläche soll auch nach der Verschie- 
bung der Zr Ebene angehören. Man hat also zunächst für 
a: :=: 0, y = 0, 2 = 0, auch t/ = 0, t; = 0, w = 0. Geht man 
ferner zu einem benachbarten Punkt in der Endfläche über, des- 
sen Coordinaten dXy dy, dessen Verschiebungen also 

a - + (I). * 

sind, so soll dieser immer in der ZF Ebene bleiben, seine Ver- 
schiebung nach der ZAxe Null sein; daher nothwendig 



KdxjQ ' \dyJo 



7o \dy 

\ind geht man nur in der 2' Axe vorwärts, so dass dy = 0, so 
soll das betreffende Element auch nach der FAxe keine Verschie- 

hung erfahren; es muss somit auch (— | verschwinden. Man hat 

auf solche Weise in dem festen Punkt folgende Bedingungen zu 
erfüllen: 



(57) 
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für X =: 0, y = 0, Z =: 0: 

dv ^ drv 

;r- = 0, ^— =0 

dx ex 

dw . ^ 
dy 



Auf die Seitenflächen des Körpers sollen keine Druckkräfte 
wirken; nur das freie Ende soll durch Kräfte in Anspruch ge- 
nommen sein, welche auf den letzteu Querschnitt wirken. 

Auf das Innere des Körpers sollen keinerlei Kräfte wirken; 
von der Wirkung der Schwere seihst werde ahstrahirt. 

Der Zustand des Körpers ist vollständig bestimmt, sobald 
die Kräfte noch gegeben sind, welche auf die Endflächen wirken, 
Ohneruns aber um die eine, ohne dies zum Theil flxirte End- 
fläche zu bekümmern, werden wir die auf die freie Endfläche 
wirkenden Kräfte unbestimmt lassen, und dafür ein andres be- 
stimmendes Element einführen. 

Denken wir uns den ganzen Körper aus Fasern von recht- 
winkligem Querschnitt zusammengesetzt, deren Richtung der Cy- 
linderaxe parallel ist. Die Seiten der begrenzenden Fasern sind 
keinen Druckkräften unterworfen. Die Bedingungen, welche dies 
ausdrücken, erhalten wir aus den allgemeinen Grenzbedingungen 
(25). In diesen ist die Grösse T, die äussere Zugkraft, gleich 
Null zu setzen; auch cosr verschwindet, da die Normale des Cy- 
linders zur ZAxe senkrecht ist; und es wird sodann 

cos^' = sin/?. 

So erhält man endlich folgende Grenzbedingungen: 

f„ cosp + /,2 sin/? = 
^21 cos/? + ^22 sinp = 
^3, cos/? + ^32 suip = 0. 

Man bemerkt nun, dass die ersten beiden Gleichungen immer 
für solche Zustände des Cylinders erfüllt sind , in denen überhaupt 
benachbarte Fasern keinen seitlichen Druck oder Zug auf einan- 
der ausüben, und in denen auch der Querschnitt der einzelnen 
Fasern überhaupt nicht verschoben wird. Wegen des ersten 
Umstands verschwinden dann ^„ , ^22» wegen des zweiten t,2. Und 
man kann sich folgendes Problem stellen: 

Welches sind die Gleichgewichtszustände eines 
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cylindrischen Körpers, auf dessen cylindrisclie 
Oberfläche keine Kräfte wirken, und dessen In- 
neres keinen äussern Kräften unterworfen ist, bei 
welchen die den Körper zusammensetzenden Fa- 
sern keinerlei seitlichen Druck "erleiden. Welches 
sind die Kräfte, welche auf die freie Endfläche 
wirken müssen, um dergleichen Zustände hervor- 
zurufen. 

Dies ist das Saint- Venanf sehe Problem. Dasselbe kann, wie 
man sehen ^Ird, noch auf mehrfache Weise gelöst werden. Alle 
jene Lösungen haben die gemeinsame Eigenschaft, dass die Quer- 
schnitte der einzelnen Fasern Rechtecke bleiben; so wie dass 
die seitlichen Contractionen derselben genau den Ausdehnungen 
entsprechen, welche ihre Längsspannungen hervorzurufen geeignet 
sind. 

Nach dem Früheren waren r-, — , tt- die Ausdehnungen der 

ex dy dz 

Längeneinheiten in Richtung der drei Axen. Da nqn kein seit- 
licher Druck stattfinden soll, muss man haben 

(58) ^33 = ^ £* 

Wie bei jedem Körper, welcher nur in der Längsrichtung gezo- 
gen wird; und da die Quercontractionen zu den Längsausdeh- 
iiungen dann im Verhältniss von fi : i stehen , so ist ferner : 

, ^, du dv drv 

^^9) Fx= d-y --^-^ 8z' 

Durch diese Gleichungen sind die Bedingungen /,, = 0, 
#jj ^= von selbst erfüllt, wie man durch Vergleichnng der Aus- 
drücke (31) ersieht. Die Bedingung aber, dass das Flächenele- 
rnent des Querschnitts ein Rechteck bleibe, ist identisch mit 
*i, == 0, oder mit: 

« ! + !-:=»• 

Hierdurch endlich gehen die Gleichungen (30), die linken 
Tbeile sowie Z, Y, Z gleich Null gesetzt, über in: 
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= 






dz 
dz 

dx dy dz 

oder auch, indem man die Werthe der Spannungen und 
Gleichungen (58) — (60) benützt, in 

—- + = 

dr dx dz 

ä? ■•" dydi ~ 
d^m . d^w . d'^m 



(61) 



dr" dx^ dy^ 

Von den Grenzbedingungen aber ist nur die eine übrig 
blieben: 

= fjj C0SJ9 + /jj3 sinp, oder 

i^c.\ r. /^w , dw\ . (dv , dw\ 

(62) . . = (- + -) cos^ + (- + -) sin;, . 

welche, auf der ganzen Cylinderfläche erfüllt sein muss. 

Die Gesamnitheit der Gleichungen (58)^(62) ist nun w( 
zu behandeln. 



§ 23. Das de Saint -V6nantsche Problem. 

Die drei Grössen w, v, w, welche gesucht werden, sind 
möge der dem Körper auferlegten Bedingungen einer Anzahl 
Gleichungen unterworfen, welche ihre eigene Anzahl bei wei 
übertrifit. Es lässt sich jenen Gleichungen zusammen daher s 
nur durch Lösungen von vcrhältnissmässig speciellem Ohara 
genügen, ja, man muss es als eine besondere Eigenthümlich 
jener Gleichungen ansehen, dass sich ihnen überhaupt gle 
zeitig genügen lässt. Die fraglichen Gleichungen , soweit 
selben in jedem Punkte des Körpers erfüllt sein müssen, i 
folgende : 



4> 
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(63) 



P -, 8m dv dw 

•- -l ä^ ~ äy ~ ** äi 



[3] 






+ 






dxdz 
dydz 



= 



= 



+ 2 



a»w 



= 



Differenziren wir [5] nach z, und zielien davon den Differen- 
liälquotienten von [3] nach x und den von [4] nach y ab, so 
bleibt: 



ar» 



+ 



dz^dx 



+ 



dz^dy 



= 0. 



Da nun nach TU ;r- und — sich von — nur durch einen 

■^ ox cy dz 



Factor unterscheiden, so unterscheiden sich ebenso nur 



a^M 



dz^ dx 



und ^ - ^ von -^rr ; und die abgeleitete Gleichung geht dann 
cz^dy dz^ ^ 

tiber in: 



'Vz' 



= 0. 



Differenzirt man ferner [3] nach y, [4] nach a;, so giebt die 
Summe beider Gleichungen: 



d'u 



:. + 



d'v 



+ 2 



a'w 



= 0. 



dxdy^ ' dydx^ ' ~ dxdydz 
Aber die Summe der erstcu beiden Glieder ist Null, wie 
man erkennt, wenn man [2] nach x und y differenzirt. Es 
bleibt also: 

a'w _ ^ 

dx dy dz 
Differenzirt man endlich [5] nach z und berücksichtigt, dass 

r-j- verschwindet, so erhält man 



a'w 

dz dx^ 



+ 



dzdy* 



= 0. 
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Aber weon man [3] nach x, [4] nach y diflereozirt, so wer- 
den die ersten Glieder der Gleichungen []] wegen gleich; setzt 
man daher auch die letzten Glieder einander gleich, so kommt: 

dz ca^ dz dy* 

Dies ist mit der vorigen Gleichung nur verträglich, wenn: 

ym _ ^ ^w_ _ ^ 

dzda? ' dzdt^ 

Fasst man alles zusammen, so ist nun bewiesen, dass fol- 

dw 
gende Differentialquoti^nlen von — verschwinden müssen: 

cz 

dz* \dz)' da* \dz)' du" V?7/' dxdy \d^)' 

Wegen der ersten drei dieser Gleichungen darf — - we- 

dz 

der von x noch von y oder z eine höhere Potenz enthalten als 
die erste; und wegen der letzten Gleichung darf selbst das Pro- 

duct x.y nicht vorkommen. Es bleibt für^^- sonach nur die fol- 

cz 

gende Form übrig, in welcher sämmtliche Coefficienten willkür- 
liche Constanten bedeuten: 

dw 

— = a -1- a, X + a, y + z [b + b^ x -{- 6, y). 

In Folge der Gleichungen (63 [Ij) giebt dies zugleich den 

du dv 

Ausdruck für — und für — , so dass 

ex cy 

— = — f» ya + a^ X + a^y + z b + b, X + 6, yj 

? = — f* I « + «I ^ + ö« y- + - > + ^ ar -I- 63 y |. 

Wenn man diese drei Gleichungen respective nach x, y^ z 
iotegrirt, so erhält man Ausdrücke von 11, r, m, weiche aller- 
dings nicht sammtlichen Gleichungen 63, . aber doch einer der- 
selben, der ersten, genügen. Bemerken wir nur, dass die will- 
kürlichen Constanten, welche bei je«ler Integration beizufügen 
sind, in dem vorliegenden Fall keineswegs wirkliche Constante 
sein dürfen, sondern Functionen sein können, welche nur jedes- 
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mal constant sind in Bezug auf die Veränderliche, nach welcher 
man integrirt, d. h. welche jedesmal diese Veränderliche nicht 
mehr enthalten. 

Man kann daher zu w eine willkürliche Function von x und 
y, zu u eine solche von y und z, zu v endlich eine Function von 
• X und z hinzufügen. In Bezug auf diese Functionen aber sieht 
man leicht Folgendes. 

Für die Gleichungen [3], [4] kann man jetzt schreiben: 

(63a) . r 

ä? = ^ «2 -K^' 

Denkt man sich diese Gleichungen zweimal integrirt, so er- 
kennt man, dass z in « und v höchstens zur dritten Potenz vor- 
kommenkann, und zwar ist die zweite und dritte Potenz jedes- 
mal mit einer Constanten multiplicirt. 

Sodann folgt aus den obigen Ausdrücken von — , — selbst, 

ex dy 

dass X in u, y in v höchstens zur zweiten Potenz vorkommen 

kann. Die zweite Gleichung (63) lehrt dann, dass y in ti, und 

a: in w ebenfalls höchstens zur zweiten Potenz vorkommen kann. 

Die Function also, welche man zu u hinzufügen darf, ist eine 

ganze Function und steigt nur bis y*, z^ auf, ebenso die zu v 

zu addirende Function bis zu x\ z^. Und so ergeben sich für m, v 

die Formen: 

u=z — Jax + ö/— +«2 xyj — (iz\bx + b^ ^— + b^xyj 
+ («' + ö'i y + d^y") '\- zip + ft\y + h\ y") — «i - — h,- 



z- . ^ 



+ [a -}- a^'X -f d\ a?) + z (6"-f h'\ x + }>\ ^) — a^ - —\ ^ 

HieAlurch sind auch die Gleichungen (63 [3], [4]) vollständig 
erfüllt: nur die Gleichung [2] giebt noch, wenn man diese Aus^ 
drücke für w, v in dieselbe einführt: 
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a. 



// 



_ f*<^2. 



a. 



_ ^«i. 



// 



ff 



^;«i +«1 =0 



ff 



Ith.. b' = ^- b' +b" = o 



* 2 ' ^ 2 

Ich setze daher, übersichtlicherer Bezeichnung wegen: 



a. 



, = — «1^^ = «0 

6/ = — ft," = ^0 
und erhalte endlich für w, r die Ausdrücke: 



w = — fi ( ax 



(64). 



+ «1 



.r* 



y' 



+ 



bx + hl 



X* 



y 



2 



«2 ^ y j 



+ («' + «0 y) + ^ (*' + ^0 y) 



2« ^ 

* 2 * 6 



1 ._ 



V = — ^ ( 



ay + a^ xy + a^ 



f- 



— ^ 



2 

by + b, xy + b^ — ^ j 

z* z* 

+ («" — «0 y) + ^ (^" - ^0^) - «ä 2 "" ^* 6 

Diese Formeln genügen den ersten vier Gleichungen (63) 
sie sind zugleich die allgemeinsten, welche denselben genügei 
können. Man sieht, dass durch jene Gleichungen t/, t; bis au 
gewisse willkürliche Constanten vollständig bestimmt sind. 

Anders verhält es sich mit w. Diese Function hat ausse 
der Gleichung 
drv 



dz 



=: [ a + a^ X -\- a^ y) ^ z [b + b^ x + b^ y). 



nur noch die letzte Gleichung (63) zu befriedigen. Nun folgt au 

der Formel für -- durch Integration: 

dz 

z^ 
TV = z [a + a^ X + a^y) + -^ [b + b^x + b^y) + F [x, y] 

wo F eine ganz beliebige Function seiner Argumente bezeichne! 
kann. Setzt man dies in die letzte Gleichung (63) ein, so bleib 
d^F d^F » 

als einzige Gleichung zur Bestimmung der Function F, Führt mai 
statt F eine Function Sl von x und y ein mittels der Gleichung 
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ir== Ä - (b ""' ^ ^' + b, xy^ + b,y x'^ +'c - b'x - b''y, 
so vereinfacht sich die Gleichung bedeutend, indem sie in 

düc^ dy^ 

übergeht. Eine Gleichung dieser Art bestimmt an sich Sl nicht 
vollständig; wohl aber mit Hinzunahme der Grenzbedingung, 
welchie sogleich zu entwickeln sein wird. 

Führen wir inzwischen die gefundenen Ausdrucke von u, v, w 
auch in die Spannungen ein , so können wir das gesammte For- 
melsystem folgendermassen hinschreiben: 

/ . ^' — y* . \ 

u = — ^ ^ax + a^ ~ \- a^ x y J 



(65) 



bx + b^ ^—^ h b^ X y) 



2« , ^3 



+ («' + «ü y) + ^ (*' + ^oy) — «1 2 "" ^2 6 

« y + «2 —^ — + «1 ^^ y) 

b y + K —^ — I- ^i ^ y) 

+ (a" - a^x) + z (fe" - b^y) — a^ - — b^ - 



z» 



+ Ä - 6, ^y« -- b,ya^-b ^^ 
Spannungen : 

'll ^^^ *22 = ^,2 ^^^ ^ 

'« = i: [(a + «, a: + a,y) + z (6 + 6, a: + 6, y)] 
^ r.. ./. . , . f* «« + (2 — (*) V' 



- (ft + 2) &, a;y + ^J. 
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Mit Hülfe ^er letzten Ausdrücke ergiebt sich auch sofort die 
noch fehlende Bedingung für Sl; diese Function mQss in jedem 
Punkte des Querschnitts der Bedingung genügen: 

(66) 1^'^ • ^'^ 

an der Grenze aber aus (62) der Gleichung 



da^ dy' 



= cosp 



*oy— (! + .«) ** — b^ 



(la* + (2 — ja) y* 



(67) . <^ 



•— ('* + 2)6,a;y +|-J 



+ sinp [- 6„.-(l +f.) l>y - 6, ^y'+^\-^)^ 



§ 24. Ueber die Functionen, deren Bestimmung das de Saint- 

Vönantsche Problem mit sich fahrt 



Man kann leicht nachweisen, dass durch die Gleichungen 
(66) , (67) die Function Sl vollständig bestimmt ist. Dies geschieht 
mit Hülfe einer Methode, von v* elcher in der mathematischen 
Physik sehr oft Gebrauch gemacht wird, und welche mit der 
in § 21 angewandten zum Theil übereinkommt. Gäbe es näm- 
lich zwei verschiedene Functionen Ä, welche den Bedingungen 
(66), (67) genügten, so müsste ihre Differenz den beiden Glei- 



chungen genügen: 



(68) 






+ 



cosp + 



a*0 



== iii jedem Punkt 



sin/? =0 in der Peripherie. 



Betrachtet man nun das Integral 



jm£)'-Q>^'' 



ausgedehnt über den ganzen Querschnitt, und behandelt dasselbe 
nach der Methode der theilw eisen Integration genau wie dies mit 
dem Integral ^ F in § 16 geschah, so hat man 



•.-" 



/J(S)"-*=/[(«fc7-(«'l),]^' 



ff' 



e — dxdt^ 



//(f)'-^-/[(«0"-(«f)'"]- 



-//' 






WO die Indices 2, 1 in der ersten Gleichung auf die Werthe hindeu- 

dS 
len, weiche S— an den . Endpunkten eines Streifens von der 

(/HC 

Breite dy anqimrot, der parallel der ZAxe aus dem Querschnitt 
herausgehoben ist, und längs dessen in der ersten Gleichung 
nach X integrirt wurde. In der zweiten Gleichung hingegen wurde 
nach y integrirt, d. h. längs eines Streifens von der Breite dx, 
welcher der TAxe parallel war, und die Indices 2,1 deuten in 
jener Gleichung auf die Endpunkte dieses Streifens. Nun sieht 
man leicht, dass, wenn.e/^j, ds^ die Elemente der Peripherie des 
Querschnitts bedeuten i welche in dem ersten Streifen interceptirt 
werden, wenn ferner p^, /?, den Winkel der nach aussen gerich- 
teten Normale gegen die ^Axe angeben 

ds^ cospj = dy, ds^ cos/?^ = — dy, 
und dass also 

/[(«n-(«s)>=>s-* 

dies letzte Integral über sämmtlic-he Elemente der Peripherie 
ausgedehnt; und ganz auf gleiche Weise hat man 

' Setzt man dies in die obigen Formeln ein und addirt beide, 
so ergiebt sich demnach : 

Wegen der Gleichungen (68) ist nun der unter beiden Integral- 
zeichen enthaltene Ausdruck gleich. Null ; und also auch / = 0* 
Da aber / eine Summe positiver Grössen ist , so kann dies wieder 
nur eintreten, wenn die einzelnen Terme von / verschwinden, 
d. h. wenn überall 

Clebstsh, Theorie eiast. Körper. A 
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?^ _ — — 

dx * dy 



0. 



Da sonach S weder x noch y enthalten kann, so ist 6 
constant; es zeigt sich also, dass die Gleichungen (68) zwar 
noch verschiedene Lösungen gestatten, dass diese 
aber sämmtli.ch sich nur durch additive Constanten 
von einander unterscheiden können. 

Fügt man also noch die Bedingung hinzu, dass Sl an ir- 
gend einer Stelle, z. B. für a: = 0, y rr= o verschwinde, so ist 
dadurch auch diese letzte Constante völlig bestimmt, und somit ^ 
selbst eindeutig gegeben. Jene Annahme aber kann man immer 
machen, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, da vorher 
beim Uebergange von F zu Sl eine willkürliche additive Constante 
c bereits ausgeschieden wurde. Bestimmt man also auch an irgend 
einer Stelle {x = 0, y = 0) den Werth von Sl zu speciell, so 
wird dies durch das Auftreten der willkürlichen Constanten c 
wieder compensirt. 

Da nun aber mit Ilinzunahme dieser Bedingung Sl völlig be- 
stimmt ist, so kann man jede Form, welche man der Function 
Sl zu geben vermag, sofort als die nothwendige betrachten. £ine 
solche Form gewinnt man, wenn 

Sl= bB + b,B, + b,B, + b,B, 

gesetzt wird, mit der Annahme, dass die Bedingungen (66), (6" 
für jeden Werth der Zahlen b, b^, 6,, b^ erfüllt sein solle 
Diese Zahlen kommen in B, Bq, J9j, B^ nicht mehr vor; ( 
Gleichung (66) zerfällt daher in die einzelnen Gleichungen: 

= 



(69) 



= 



= 



= 



d^B 


+ 


d^B 

dy' 


d'B, 


+ 


d'B, 


da^ 


dy' 


d'^B, 


+ 


d^B, 


dx" 


dy' 


d^B^ 


J- 


d^B^ 



da^ 



' dy^ 

und die Gleichung (67), indem man die CoefÜcienten 
^0» ^1 K <^lnzeln verschwinden lässt, löst sich in die fo' 
Bedingungen auf, deren jede nur eine der unbekannten / 
nen enhtält: 



(70). 
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- C0SJ9 + -^ sinp= (1 + fAj (xcosp + y sinp) 

-;r-^ cosp + -^ sinp= a:sinj9 — ycosp 
ox oy 

dB, , dB, . |ita;' + (2 — |ii)v' . , . x 

- -' cosp + y-i sinp= '— cosp+ (^+2)ary sinp 

-^ cüsp + y-2 sinp== ^ ^ — 5^^— sinp+(|iA+2)xy cosp. 

Je zwei der Gleichungen (69), (70) bestimmen die ent- 
sprechende Function vollständig, wie oben Sl vollständig bestimmt 
wurde, wenn man noch annimmt, dass alle diese Functionen für 
a: = 0, y = verschwinden. 

Aber aus diesen Gleichungen folgt, dass h verschwinden muss ; 
denn diejenigen unter den Gleichungen (69), (70), welche sich 
auf B beziehen, können nicht neben einander bestehen. Um dies 
einzusehen, behandelt man den Ausdruck 



//( 



d^B . d^B 






dx" dtf) 

wo dq ein Flächenelement bedeutet und die Integration über den 
ganzen Querschnitt ausgedehnt werden soll; das Integral ist noth- 
wendig gleich Null. Wird nun dq = dxdy gesetzt, und das 
erste Glied über einen der ZAxe parallelen Streifen integrirt, dessen 
Endpunkte wieder durch untere Indices 1 und 2 bezeichnet sein 
mögen, das zweite aber über einen der FAxe parallelen Streifen, 
dessen Endpunkte durch obere Indices (1) und (2) bezeichnet seien, 
so hat man 

Nach den soeben angestellten Betrachtungen kann man dafür 
setzen : 

r/dB , dB , \ 

oder, wegen der ersten Gleichung (70): 

= j [x cosp + y sinp) ds. 
Nun kann man sich diese Gleichung, ebenso wie die vorige aus 

/ / ("^ "^ ~Y?) ^^^^^* ^^^ ^^^ Gleichung: 

6* 
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entstanden denken. Aber dies Integral giebt die doppelte Fläche 
des Querschnitts an und kann also nie verschwinden ; daher wird 
auch B unmöglich, und es muss b also, um keinen Widersinn 
herbeizufuhren, gleich Null sein. 

Diese Betrachtungen sind von Wichtigkeit, weil sie lehren; 
dass überhaupt die Lösungen (65) nur die Constanten 

a, a^, a,, a, a\ a^; b^, &,, b\ b'\ b^ c, 

und zwar alle auf lineare Weise, sonst aber nichts willkürliches 
enthalten. Denn auch die Function Sl hat sich in einen für diese 
Constanten linearen Ausdruck aufgelöst, dessen Coefficienten für 
jeden individuellen Querschnitt völlig bestimmte Functionen sind. 
Die obigen 12 Constanten reduciren sich indess noch auf 6, 
indem man die Gleichungen (57) berücksichtigt, welche die Fest- 
legung des einen Endes ausdrücken. Setzt man die dort ange- 
führten Grössen für den Anfangspunkt gleich Null, so ergeben 
sich sofort folgende Gleichungen: 

m 

a' == 0, a" = 0, c = 0, Oq = 0, 

\r' ^ (^J!\ 

\ ^y / « = 0, y = 0. 

Vier jener Constauten verschwinden also; die beiden letzten 
Gleichungen zeigen, da Sl sich aus den b^, fej, b^ auf lineare 
Weise zusammensetzt, wie b' und b" sich durch jene drei Con- 
stanten ausdrücken. Und so bleiben nur noch sechs willkürliche 
Constanten in der llechnung: 

Die in (65) angegebenen Werthe der Spannungen, werden 
hierdurch in keiner Weise modificirt ; wohl aber vereinfaclien sich 
die u, V, Wf und es wird: 
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— f*^ (^ — ^ + ^ ^) + ^ y« * 
. /aÄ\ z« ^ z» 



(72) . 






«1 ^yj 

/ y« _ ^« \ 

— f*« \^^ 2 ^ ^* ^ V "~ ^» ^ 



V^y/o 



+ - (^-) - «, - - ft, -^ 



i- Z' 
"2 



Z« 

* 6 



w = z (a + a, a: + ö, y) + Y (61 a; + 6, y) 
-Ka:y^- ö,yx^ + Sl^x (^^)^ - y 0^ 

MO dre zu 7;—, "TT- hinzugefugten Indices andeuten, dass in 

dx oy "^ "^ 

jenen Grössen a: = 0, y = zu setzen ist. 



§ 25. DiBcussion der Lösung. Allgemeine Ansohauungen. 

Ausdehnung. 

In den Lösungen des Problems, welche die Gleichungen (72) 
enthalten, befinden sich noch, in linearer Weise auftretend, sechs 
willkürliche Constanten. Lässt man von diesen imnier fünf ver- 
sehenden, so werden w, v, w bestimmt bis auf einen constanten 
Factor, die sechste Constante. Alsdann ist also die Natur der 

• • • 

eintretenden Verschiebungen völlig bestimmt, und nur die Inten- 
sität derselben bleibt unbestimmt. Man kann somit die allge- 
meinen Verschiebungen (72) als das Resultat von sechs gleich- 
zeitig bestehenden Einzel Verschiebungen ansehen, deren jede ihrer 
Natur nach völlig bestimmt ist, deren Intensitäten aber noch verän- 
derlich sind, so dass durch Veränderung der Intensitäts Verhält- 
nisse zvnschen diesen sechs Grund Verschiebungen die mannigfach- 
sten Verschiebungsarten sich zusammensetzen können. 

Es ist leicht von der Bedeutung der einzelnen Grund- 
Terschiebungen sich Rechenschaft abzulegen. Dabei ist es nicht 
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nöthig, alle sechs gesondert zu betrachten, sondern es genügt die 
Betrachtung von vier Gruppen, deren zwei ausserdem sich ganz 
analog verhalten, und deren also auch nur drei zu untersuchen 
sind. Gehen wir diese Gruppen der Reihe nach durch. Um die- 
selben bequem untersuchen zu können, schicke ich folgende Be- 
merkungen voraus. 

Wenn in dem Stabe irgend welche Verschiebungen vor sich 
gegangen sind, so beanspruchen zwei geometrische Untersuchun- 
gen vorzugsweise Aufmerksamkeit. Die eine derselben betrifft die 
Gestalt einer Faser, welche ursprünglich der ZAxe parallel war, 
die andere die Gestalt eines Qua|schnitts, welcher ursprüglich eine 
auf der ZAxe senkrechte Ebene bildete. 

Die Coordinaten eines Punktes, welcher ursprünglich der Faser 
X, y angeUrte» sind nach der Verschiebung 



(73) 




In diesen Gleichungen sind längs der betrachteten Faser x 
und y als Constante anzusehen, z hingegen als veränderlich. 
Eliminirt man also z aus den obigen Gleichungen, so erhält 
man zwei Gleichungen zwischen x\ y\ z\ die Gleichungen der 
Curve, in welche die ursprünglich geradlinige Faser überge- 
gangen ist. Diese Elimination ist sehr leicht zu bewerkstelligen. 
Denn da i/, v, n; sehr kleine Grössen sind, so begeht man nur 
einen Fehler höherer Ordnung, wenn man in m, t; selbst z 
durch die davon sehr wenig verschiedene Grösse z ersetzt. Die 
Ausdrücke von ti, v, welche dadurch entstehen, bezeichne ich 
durch u, v\ alsdann sind 

X ■\' u 

die Gleichungen der gebogenen Faser, da sie z nicht 
mehr enthalten. 

Für einen ursprüglich ebenen Querschnitt hingegen ist z con- 
stant. Will man also aus (73) die Gleichung der Fläche erhalten, 
in welche der ursprünglich ebene Querschnitt durch die Ver- 
schiebung übergeht, so muss man in derselben z als constant 
ansehen, und x, y aus den drei Gleichungen eliminiren. Dies 
geschieht auf die nämliche Art, wie zuvor die Elimination von z^ 



/ . l X = X 

74 , 
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bewerkstelligt wurde. Man begeht nur einen Feliler höherer 
Ordnung» wenn man in w die Grössen x, y durch x y ersetzt 
Bezeichnen wir durch tv' den Ausdruck, in welchen to dadurch 
übergeht, so ist 

(75) z z=i z + w 

eine Gleichung, welche x , y nicht mehr enthält, also die 
Gleichung des gebogenen Querschnitts. 

Wenden wir dies nun auf die Untersuchung der Einzelver- 
schiebungen an. 

1. Die erste Classe derselben enthält man, wenn man alle 
Constanten verschwinden lässt bjH^auf a. Es bleibt dann: 
M == — (lax 
V = — (lay 
w := az 

Diese Verschiebungen geben die einfache Ausdehnung. 
Jede Stecke z in der Richtung der Längsaxe hat sich um az, 
also im Verhältniss von 1 : (1 + a) ausgedehnt, die Querdimen- 
sionen sind ebenso im Verhältniss von 1 :(l — (la) verkürzt. Der 
ganze Stab ist in der Längsriclitung glclclimässig gespannt, jede 
Faser geradlinig geblieben, jeder Querschnitt eben. 



^13 = 
'33 = ^^* 



§ 26. Weitere Discnssion. Biegung. 

2. Lassen wir ferner alle Constanten ausser a^, b^ ver- 
schwinden, so bleibt: 

^ (.-^ - y') + ^' 



(75a) . , 



u 



a. 



, fz' . X* — y^ /dB, 



6 



2 



\dx 



).i 



V = — (ixy (a, + b, z) + z b, (-^)^ 



w 



="-^'.[?.-.-'(m-'Q] 



^13 



Eb. 



[ 



fix" + (2 — jit) y' 



2 (1 + fi) 

_ Eb, r 

'23 — 2 (i + ^) L 

. ^33 = ^^ («1 + ^1 ^)- 



2 



+ 



dx 



] 



dB,! 



T" 
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Der allgemeine Charakter des Zustandes, welchen diese For- 
meln bezeichnen, ist der der Biegung. Bemerken wir, dass nach 
(74) die Gleichungen einer Faser nach der Verschiebung die Gestalt 
annehmen: 

ft (a:2 - y«) + *'• , [z» , ,a?-, 



X = X — a^ 






y=y — H'Ocy (a^ + b^ z). + z b^ {^J^' 

Von diesen stellt die letzte eine Ebene dar; jede Faser also bildet 
eine ebene Curve, deren Ebeni^ (da die letzte Gleichung x' nicht 
enthält) der XX\e parallel ist. Die Curve selbst ist nach der 
ersten Gleichung eine Parabel dritter Ordnung, falls nicht etwa 
ftj c= ist, wo denn eine gewöhnliche Parabel, oder (was bei 
den schwachen Biegungen bis auf Grössen höherer Ordnung 
dasselbe ist) ein Kreisbogen entsteht. Es giebt insbesondere Fasern, 
deren Ebene nach der ITcrschiebung noch der Axe parallel bleibt; 
wenn nämlich 

ocy = - l-^) 

und also 

y -^ {/ {{ — fixa^) 

wird. Die obige Gleichung für xy stellt eine gleichseitige Hyperbel 
dar, deren Asymptoten die X und FAxen seihst sind; auf einer 
solchen treffen die gedachten Fasern in ihrer ursprünglichen Lage 
jeden Querschnitt des Körpers. 

Die Grösse der Biegung lässt sich nach der Strecke benr- 
theiien, um welche das Ende der Faser a; = 0, y = gesenkt 
erscheint; der entsprechende Werlh von u wird 

und kann, einer gebräuchlichen Bezeichnung gemäss, Pfeil der 
Biegung genannt werden, sowie Biegungsebene die durch 
diese Faser gelegte ZZEbene genannt werden soll. 

Die Querschnitte erscheinen gebogen, und zwar sind ihre 
Gestalten nach (75) gegeben durch die Gleichung: 



■w 
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« 

In dieser Gleichung bedeutet B^\ den frühern Bezeichnungen 
analog, diejenige Function, in welche B^ übergeht, wenn darin 
x', y an die Stelle von x^ y gesetzt werden. Man sieht, dats 
die Gleichung des gebogenen Querschnitts von J9,, also von der 
Form seiner Peripherie, abhängig ist, sowie dass die Gestalten 
der verschiedenen Querschnitte keineswegs congruent sind. 

Aucl) sind die Tangentenebenen dieser Flächen an denjeni- 
gen Stellen, welche ursprünglich der ZAxe angehörten, nicht 
mehr der Ebene XT, der Ebene der ursprünglichen Querschnitts- 
richtung, parallel. In der That, setzt man x, y sehr klein, und 
daher für B^, welches selbst für ;c = 0, y = verschwinden 
sollte, nach dem Taylorschen Satz die Reihe 

so heben sich die Glieder erster Ordnung auf, und man hat mit 
Vernachlässigung der Glieder höherer Ordmmg: 

z = [V + a, x) z + h^ -^-. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene, also der Tangentenebene 
für ar = 0, y = 0; dieselbe ist, da sie y nicht enthält, der 
TAxe parallel (gegen die oben bezeichnete üiegungsebene senk- 
recht) und bildet gegen die in der lUegungsobene zur Cylindcraxe 
senkrechte Axe der X den sehr kleuien Winkel, dessen Tangente 
durch die Formel 

dz 

dx * 

bestimmt wird. Derselbe ist Null im Anfang, und nimmt zu gegen 
das freie Ende des Stabes. 

Fügen wir hinzu, dass die Gleichung der Faser a? = 0, 
y = ist: 

x = -a, - - q- - . (-_^J, 

und dass sich aus derselben für die Neigung der Normale gegen 
die -TAxe der. Winkel a ergiebt: 

ig et z=zz — -—, = a, z + 6, — • — ( — — ^ ) 
^ dz * ^ * 12 \a.a:/oJ 

so erhält man für die Ablenkung des Querschnitts aus der gegen 
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jene Faser normalen Richtung, mit Rücksicht darauf, dass er, a 
sehr klein sind: 

was wegen der Vergleichung mit der gewöhnlichen Riegungstheorie 
von Wichtigkeit ist. 

Alle Fasern, welche in der TZ Ebene liegen, in der Ebene, 
welche gegen die Riegungsebene {XZ\ senkrecht durch die ZAxe 
gelegt ist, erleiden weder Ausdehnung noch Zusammenziehung, 
da für a; = ^33 verschwindet. Zu beiden Seiten dieser Ebene 
ist, wenn anders «, + ftj z in der ganzen Länge des Stabes sein 
Zeichen nicht ändert, einerseits Zusammenziehung, andrerseits 
Ausdehnung. Wenn hingegen für einen gewissen Werth von z 
die Grösse a, + h^z, also auch ^33, verschwindet, so giebt dies 
einen bestimmten Querschnitt an, dessen Punkte ebenfalls sämmt- 
Uch weder ZusammeQziehung noch Ausdehnung erfahren, und 
die Ebene desselben mit der vorhererwähnten theilen den Kör- 
per in vier Theile, in denen abwechselnd Zusammenziehung und 
Ausdehnung vorhanden ist. Die Punkte, in denen die Ausdehnung 
gleich stark ist, bilden hyperbolische Cyhnder, dargestellt durch 
die Gleichung 

^33 = Ex (öj + 6j z) = Const., 

welche die beiden Ebenen ohne Ausdehnung zu Asymptotenebenen 
haben. 

Auf den freien Endquerschnitt müssen, um die in Frage 
stehenden Verschiebungen hervorzurufen, Kräfte wirken, welche, 
auf die Einheit der Fläche bezogen, an jeder Stelle den Grössen 
/j3, /23. ^33 gleich sind. Die Vertheilung der in der Längsrich- 
tung wirkenden Kräfte /33 ergiebt sich leicht aus der Formel, 
nach welcher ^33 mit x proportional ist. Trägt man in jedem 
Punkte des Querschnitts diese Zugkraft in ihrer eigenen Richtung 
an, so bilden die Endpunkte eine der FAxe parallele Ebene, 
welche sich mit der rZEbene in dem Querschnitt selbst durch- 
schneidet. Die Vertheilung von iy^y t^^ ist von der Gestalt des 
Querschnitts abhängig; von diesen Kräften, von denen namentlich 
die erste für die Hervorbringung der Riegung wesentlich ist, wird 
weiterhin noch die Rede sein. 

Lässt man statt a^, 6, die Constanten a,, 6, allein bestehen, 
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so treten ganz analoge Erscheinungen ein, nur dass jetzt die 
rZEbene die Biegungsebene \iird. Man erkennt dies sofort, wenn 
man erwägt, dass die Formeln, welche i/, v, w ausdrücken, für 
X und y ganz symmetrisch gebaut sind, und ebenso symmetrisch 
für die Constanten a^, b^ einerseits und für a,, 6, andrerseits. 



§ 27. Fortsetzung der Discussion. Torsion. Allgemeiner 

Satz über die Spannungen. 

3. Es bleiben daher nur die Zustände zu besprechen, welche 
der Constante Öq entsprechen. Behalten wir diese allein bei, 
so wird: 



f « = ^. ' [» + (©.] 



(75b) . 



V =1 — 6„ z 



[-(mi 



w 



= '• [-. - ' ra - ' g:-).] 



^13 — ' 



'23 

'33 ^^^ ^' 



EK 



i' + 1) 



2 (1 + f*) 



2 (l + fi) 



Diese Formeln, welche die Torsion ausdrücken, sind nächst 
denen für die reine Ausdehnung die einfachsten. Der Cylinder erfährt 
in seiner Längsrichtung keinen Zug, nur Kräfte, welche in der 
Fläche des letzten Querschnitts parallel der Fläche selbst liegen, 
bringen diesen Zustand hervor. Die Gleichungen der verschobenen 
Fasern werden; 



(76) 









Unter diesen ist eine genau in ihrer ursprünglichen Lage 
geblieben; es ist diejenige, deren ursprüngliche Coordinaten 
sind: 



(77): 



-(t).-=-©). 
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Alis andern Fasern bilden nach der Verschiebung geneigte 
gerade Linien; dieselben sind einerseits dadurch bestimmt, dass 
die Punkte des theilweise festgelegten Endquerschnitts überhaupt 
in der Ebene des Querschnittes selbst nicht verschoben werden, 
da u, V mit z verschwinden. Andrerseits sieht man leicht, dass 
alle ursprüngUch auf einem Kreiscylinder gelegenen Fasern nach 
der Verschiebung ein einschaUges Hyperboloid bilden. Dies erhält 
man sehr leicht, wenn man von der Gleichung des Cylinders aus- 
geht, den die betrachteten Fasern ursprünglich bilden sollen: 

(78) r^ = {x ^ a)' + {y ^ ß)\ 

und dann darin x, y durch x, y ersetzt. Mit Vernachlässigung 
von Grössen höherer Ordnung kann man in den letzten Gliedern 
von (76} X, y für a:, y setzen, und erhält dann: 



' = '- '"■ b' + ©)J 



sodann aber, wenn man dies in (78) einführt und die Glieder 
höherer Ordnung wieder vernachlässigt: 

r» = (x' - «)' + {y - ß)* 

-U, /- j^.' -ay+ (.' - «) @)^ + (,'- ß) @) j. 

Dies ist, da die Terme der dritten Dimension sich aufge- 
hoben haben, wirklich die Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, des verlangten Hyperboloids. Dasselbe hat seinen Mittel- 
punkt in dem festgelegten Schnitte, und zwar in dem Punkte, wo 
die Axe des Cylinders (78) jene Endfläche trifft: denn setzt man: 

X — a =1 ^, y — ß := % 

so ist das Hyperboloid auf den Mittelpunkt bezogen; seine 
Gleichung wird: 

,+,_,,.. i[, + (-.)j I _ [„ _ (-.)j , I = ., 

wo die Glieder erster Dimension völlig verschwunden sind. Das- 
selbe hat immer zwei Erzeugende, welche der Cylinderaxe parallel 
sind; diese erhält man, indem man die Gleichung des Hyperbo- 
loids zerlegt in die beiden Gleichungen: 



- 93 — 

[" + (i).] = ' [" - (t)J- ' 

Durch diese beiden Gleichungen zusammen ist in der That 
die Gleichung des Hyperboloids erfüllt; beide Gleichungen aber 
bestimmen zwei Werthe von J und i?, während z ganz beliebig 
bleibt; sie bestimmen zwei Gerade, der ZAxe parallel, welche ganz 
in dem Hyperboloide enthalten sind. 

Das Hyperboloid endlich geht (bis auf Grössen höherer Ord- 
nung) in den ursprünglichen Cylinder selbst über, wenn 

« = (t). ^ = - ©).• 

d. h. wenn eine Axe des CyKnders mit der obenan geführten Faser 
(77) zusammenfällt, welche keine Verschiebung erfährt. In diesem 
Fall ist also jede Seite des Cylinders nur in der ihr entsprechen- 
den Tangentenebene ein wenig verschoben, aus derselben aber, 
bis auf Grössen höherer Ordnung, nicht herausgetreten. 

Es ist oben, §21, bereits erwähnt, dass eine kleine Drehung 
eines Körpers um die ZAxe, bei welcher der Winkel a beschrie- 
ben wird, ausgedrückt ist durch die Verschiebungen: 

u = ay , V z=: — ccoc. 

Dies stimmt genau mit den vorliegenden Formeln überein, 
wenn man nicht die ZAxe, sondern die ihr parallele Gerade (77) 
als Drehungsaxe betrachtet, und daher an die Stelle von y, x 
die Grössen 

' + ©).■ - ca 

treten lässt. Die Vergleichung zeigt dann, dass in dem vorliegen- 
den Falle 

cc = h^z 

zu setzen ist. Jeder Querschnitt erscheint also gedreht um einen 
Winkel, welcher seiner Entfernung z von dem festen Querschnitt 
proportional ist, und b^ selbst bezeichnet den Drehungswinkel 
im Abstände 1; endUch, wenn / die ganze Länge des Stabes be- 
deutet, ist 6q / die Drehung des letzten Querschnitts gegen den 
ersten. 

Die einzelnen Querschnitte erscheinen gekrümmt, alle aber, da 
w von z unabhängig ist, auf völlig dieselbe Weise. Die Art dieser 
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Krümmung hängt von der Function B^ ab, also von der Form des 
Ouerschnitts. 

So sind denn bei der Dlscussion dieser Resultate die drei 
llauf)tformen, unter welchen ein elastischer Stab sich darstellt, 
sofort zu Anschauung gekommen: Ausdehnung, Biegung und 
Torsion. Zugleich ist für die annähernde Behandlung wirk-, 
lieber Probleme ein sicherer Ausgangspunkt gewonnen, und damit 
die Basis gegeben, auf welche eine minder strenge Fortentwicklung 
sich stützen kann. Wie dies geschieht, wird im Folgenden ge- 
zeigt werden. 

Ich bemerke zum Schluss dieser Betrachtungen noch einen 
Salz, welcher daraus folgt, dass die Spannungen ^^3, ^23 ^^^ Ver- 
änderliche :: nicht mehr enthalten. Man kann dies so aussprechen: 
Die Spannungen, welche aus der seitlichen Ver- 
schiebung der Fasern gegen einander entspringen, 
sind längs der ganzen Ausdehnung jeder Faser 
constaut. 

§ 88. Angenäherte Anwendung anf wirkliche Probleme. 

In wirklichen Problemen liegt grösstentheils die umgekehrte 
Aufgabe vor, aus gegebenen Kräften, welche die freie Endfläche in 
beliebiger Weise augreifen, die Ausdehnungen, Biegungen, Drehun- 
gen zu bestimmen, welche der Körper durch sie erfahrt Aber 
es ist bisher kaum in irgend einem Falle gelungen, ein solches 
Problem durchzuführen. Man wird es daher immerhin als einen 
wesentlichen Gewinn betrachten dürfen, wenn es gelingt, die im 
Vorigen bebandelten Zustände irgend welchen gegebenen soviel 
als möglich anzunähern, indem man dabei die Vertheilung der 
auf die freie Endfläche wirkenden Kräfte ein wenig modificirt. 
Man erinnert sich aus der Theorie der starren Körper, dass dort 
die Wirkung eines Kräftesystems lediglich von sechs Combinationen 
der Kräfte abhängt, den drei Componentensummen in Bezug auf 
die Coordinatenaxen, und den drei Drehungsmomenten, welche 
in Bezug auf dieselben Axen berechnet werden. Hat man also 
einerseits ein gegebenes Kräftesystem, welches auf die End- 
fläclie wirkt, andrerseits die oben untersuchten Zustände, welche 
gewisse auf die Endfläclie wirkende Kräftesysteme erfordern, in 
denen nur noch eine begrenzte Anzahl willkürlicher Constanten 
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auftritt, so kann man sich dieser Constanten bedienen, um jene 
Kräftesysteme einander möglichst gleich zu machen, indem man 
die sechs Ausdrücke, von denen bei einem starren Körper die 
Wirkung allein abhängen würde, für beide Systeme berechnet und 
einander gleich setzt. Allerdings ist die Wirkung beider Kräfte- 
systeme auf den elastischen Körper dann noch nicht völlig gleich; 
doch darf man es immerhin als eine bedeutende Annäherung be- 
trachten, wenn man für das gegebene Kräftesystem das für unser 
Problem geforderte substituirt, versehen mit passenden Werlhen 
der willkürlichen Constanten, und wenn man sodann die aus unserm 
Problem folgenden Verschiebungen und Spannungen an Stelle 
derjenigen setzt, welche aus der unbekannten strengen Lösung des 
Problems sich ergeben würden. 

Man hat auf diese Weise sechs Gleichungen mit Hülfe der 
Constanten zu erfüllen. Zerlegen wir sänimtliche gegebenen Kräfte 
welche auf die freie Endfläche wirken, in ihre Componenten nach 
den Coordinatenaxen, und nennen A die Summe aller Componen- 
ten nach der ZAxe, ebenso B die Summe aller Componenten 
nach der FAxe, C die Summe aller Componenten nach der ZAxe; 
nennen wir endlich X B\ C' d%Summen der statischen Momente, 
welche sich ergeben, wenn man die Coordinatenaxen der Reihe 
nach als Axen betrachtet, um welche die äussern Kräfte den 
Körper zu drehen bestrebt sind. Die Momente rechne ich so, 
dass sie positiv gelten, wenn, von der positiven Coordinatenaxe aus 
gesehen, die entsprechenden Kräfte in dem gleichen Sinne drehen, 
wie sich der Zeiger einer Uhr bewegt, negativ, wenn entgegen- 
gesetzt; das Coordinatensystem aber soll so liegen, dass, von der 
positiven ZAxe gesehen, der Zeiger einer Uhr sich durch 90** von 
der positiven FAxe zur positiven ZAxe bewegen würde. In die- 
sem Sinne müssen dann A, B, C, A\ Bf^ C den entsprechenden 
Grössen gleich werden, die man berechnet, indem man im 
freien Querschnitt Kräfte zu Grunde legt, welche den dort er- 
zeugten Spannungen genau gleich sind. Diese Spannungen aber 
erhält man aus f^^, /^g, ^33, wenn man in denselben 2 = / setzt; 
reducirt man dann die auf das Flächenelement dq wirkende Kraft 
auf ihren wirklichen Werth, indem man die auf die Flächenein- 
heit bezogenen Kräfte /^g, ^^3, ^33 mit dem Flächenelement selbst 
multipUcirt, so wirken nunmehr die Kräfte 

'13^^» ^23^^' '33 «^S' 
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in dem Elemente dq^ dessen CoordinateB x^ y, / sfaid. Und in- 
dem man die Summen and Drehongsnomente dieser Comppnea- 
ten den gegebenen Grössen A^ B, C, jf, ff, (f ^ich setzt, erhält 
man folgende Gleichongen: 

J/„ dq = A; J{t^ y — t^T}dq = j( 
(79) . . ijt^, dq ^ B; J(t,, l - i^i}dq=ff 

jhz ^^ = ^' JiUz ^ — Uz y) ^^ = ^' 

wo die Integrale über die ganze Fläche des Querschnitts auszu- 
dehnen sind. 

4. 

Da die Functionen ^,3, /,,, t^^ die unbekannten Constanten 
a,h nur auf lineare Weise enthalten, die Functionen aber, mit 
welchen dieselben darin multiplicirt erscheinen , durch die Inte- 
grationen in numerische CoefBcienten übergehen, so hat man in 
den Gleichungen (79) ein System von sechs Gleichungen ersten 
Grades vor sich, welche zur Bestimmung der Gonstanten vollkom- 
men hinreichend sind. ^ 

Wenn nicht besondere V^Rltiiisse vorliegen, die das Ge- 
gentheil wünschenswerth machen, so kann man die Behandlung 
dieser Gleichungen noch vereinfachen , indem man den festgeleg- 
ten Punkt und die Bichtung der ^FAxen im ersten Querschnitt 
in passender Weise wählt. Und zwar empfiehlt sich als festzule- 
gender Punkt vor Allem der Schwerpunkt des Querschnittes, so 
dass die ZAxc dann die Schwerpunktslinie vdrd, die Gerade, 
weiche die Schwerpunkte sämmtlicher Querschnitte mit einander 
verbindet. Da die Coordinaten des Schwerpunkts einer Fläche 
bekanntlich immer durch die Formeln 

_ fxdq _ fy dg 
^~ fdq' ^~ fdq 
gegeben sind, so folgt hieraus, dass das Verlegen des Anfangs- 
punktes in den Schwerpunkt das Verschwinden von J und iy, d. 
h. da^ Verschwinden der Integrale mit sich führt, welche die 
Zähler jener Ausdrücke bilden. Man hat also für die gedachte 
Lage des Anfangspunkts immer: 

(80) jx.dq = 0, iydqz:^ 0. 
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Endlich kann man.^ie Richtung der Axen noch immer so 
wählen, dass 

(81) fxy dq = 

wird, wo dann das Coordinatensystem das System der Hauptaxen 
genannt wird. In der That ist es leicht, den Winkel zu finden, 
um welchen ein irg^dwie gegebenes Coordinatensystem gedreht 
werden muss, damit es das Hauptaxensyslem ergebe. Sind die 
X, FAxen irgendwie gegeben, und setzen wir in Polarcoordinaten 

X = r cos^, y = r sin ^5 

so wird, beim üebergange in ein neues Coordinatensystem, welches 
den Winkel a mit dem gegebenen bildet, nur q> um a vermin- 
dert, und »die Coordinaten desselben Punktes im neuen System 
werden , 

x' = r cos {(p — a) , y' = r sin {q) — a). 

Soll nun dies neue System das System der Hauptaxen werden, 
so muss man haben: 

= I X y dq =i ^ I r* sin 2 {(p — a) dq, 

oder, wenn man den Sinus auflöst, und bemerkt, dass der 
Drehungswinkel a für alle Funkle der Fläche gemeinsam ist, 
und somit als von der Integration unabhängig vor das Integralzei- 
chen gesetzt werden darf: 

= cos 2 er fr* sin 2 g) dq — sin 2« j r^ cos 2 g) dq. 

Hieraus ergiebt sich sofort: 

/r' sin2<» dq 

W 2a =^ -n ^— r- 

fr cos 2<p dq 

Führt man unter dem Integralzeichen wieder x, y ein, so 
ist nach bekannten Formeln: 

r' sin29? = 2xy , r' cos2g) = a^ — y^, 

daher auch 

2 fxy dq 
ig 2a = „ ^ ^ ,, ^ • 
^ >I^' - y*) dq 

Hier stehen rechts nur gegebene Grössen, Integrale, welche 

^*^'h auf eine bekannte Querschnittsform und eine bekannte Lage 

^^s Coordinatensvstems beziehen. Der Winkel a ist hieraus zu 

C leb seh, Theorie elast, Körper. 7 
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bestimmen; zwar folgt er nicht eindeutig daraus, sondern der 
Gleichung genügen mehrere Werthe von et, aber man übersieht 
sogleich» dass diese Werthe sich nur um Vielfache eines rechten 
Winkels unterscheiden. Hat man also ein Coordinatensystem durch 
Wahl eines bestimmten W^erthes von a gefunden, so findet man 
die übrigen noch möglichen . durch wiederholte Drehung des Sy- 
stems um einen rechten Winkel. Aber hiedurch ändert sich das 
neue Coordinatensystem selbst keineswegs, nur die Bezeichnung 
der Axen wird verändert. Man darf also allerdings die Lage des 
Coordinatensystems dadurch als eindeutig bestimmt ansehen. 

Es sei nun ferner der ganze Querschnitt durch q bezeichnet, 
durch X, X aber die Trägheilsradien für die Hauptaxen X, Y; 
man hat dann in Folge dieser Definitionen die weitern Glei- 
chungen: 



(82) 



ja:^ dq = }} 
// dq = X 



Und wenn man nun mit Hülfe der Ausdrücke (65) für die 
Spannungen der Integrale in (79) wirklich bildet, so gehen diese 
Gleichungen leicht in die folgenden über: 



(83) 



" Eg 



_ b r:2_LJl füzJ^ + i r^ dq 

« 2 ^ qj dx ^ Eq 



fil^ + (2 — ^)x* ^ i fWl^^ _ 2il + fi)A 

Eq 



Eq 



ftH' + (2-fi)r 1 pÄ , _2(1 

IB + Ä 
^^ + ^^ ^= Eqy^^ 

lA — B' 
"^ + ^« ^^'-EiX-- 

_ b, A2-^)a:»-(^+4 ) y^ ^ ^ 2 (1 + f,) (f 
qj 2 . ^ Eq 



• 
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§ 29. Ueber die Bestimmnng der Cojutanten des de Saint- 
V6nantsche Problems für angenäherte Anwendung. 

Die Bestimmung der Constanten a, b für ein gegebenes Rräfle- 
system hängt hienach von der Aufsuchung der Function Ä ab, 
deren Form man wenigstens allgemein anzugeben nicht im Stande 
ist, wenn auch ihre Bestimmung für gewisse individuelle Quer- 
schnittsformen gelingt. Aber es ist ein sehr merkwürdiger, und 
ITir die Theorie höchst wichtiger Umstand, dass' man ohne die 
Function ii zu kennen, dennoch im Stande ist den Werth der 
beiden Integrale 

ganz allgemein von vorn herein anzugeben, indem man dabei 
sich nur auf die Bedingungen stutzt, denen die Function ^ zu 
genügen genöthigt ist. Es geschieht dies wieder durch ein Ver- 
fahren der theilweisen Integration, demjenigen ähnlich, von wel- 
chem im Voiigen mannigfacher Gebrauch gemacht worden ist. 

Drücken wir nämlich das Flächenelement dq durch das kleine 
Rechteck dx . dy aus, und integriren zunächst partiell über einen 
Flächenstreifen von der Breite dy, dessen Endpunkte durch die 
der X Coordinate beigefügten Indices und 1 bezeichnet werden 
sollen, so hat man: 

=/l(".S).~ (" S).H'' -fp S'^"''^- 

iDa nun Sl der Gleichung 

genügt, so kann iQan auch setzen 

~Jß S dxdy^JJx ^ d^cdy; 

und wenn man Jetzt über einen Flächenstreifen parallel der I'Axe 
integrirt, dessen Breite dy ist, und dessen Endcoordindten durch 
die oben zugesetzten Indices 0, i unterschieden werden mögen, 
so hat dies Integral den Werth • 
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so dass 



/!(^f)'-('f)l-- 



-/i('f)'-('f)'(- 

Hier ist das erste Integral rechts über alle Flächenstreifen 
auszudehnen, i^elche sich der FAxe parallel legen lassen, oder, 
was dasselbe ist, über alle Paare von Bogenelementen , welche 
durch solche Streifen auf der Peripherie der Curve abgeschnitten 
werden. Ist nun ds dieses Bogenelement und p der Winkel der 
nach aussen gerichteten Normale gegen die XAxe, und sei der- 
selbe /?y im Punkte a-^, p, im Punkte x^, so hat man offenbar 

dy == ds^ cosp, = — ds^ co.s/?^,, 
und somit das erste Integral gleich 



oder wenn man das Integral einfach über alle Bogenelemente ds 
ausdehnt, gleich 

X -;r— CÜSÖ ds. 



/ 



Auf dieselbe Art wird das zweite Integral gleich: 



/ 



X — — sin» dSy 

^y 

und also 

//S "'' '^^ = ß (S '''p+^^ ^'"^ ) ■*• . 

Inzwischen ist der Werth, den der eingeklammerte A uü|fcu ck 
in den Punkten der Peripherie annimmt, aus der Gleichung (67) 
bekannt; nämlich es ist nach jener Gleichung 

-— cos » + — — sm ö = X cos p + Fsin», 
dx dy 

wo der Kürze wegen gesetzt ist: 
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Demnach ist auch 

I I -^ dx dy =: I oc {X cosp + ^ s\np) ds, 

ein Ausdruck, aus welchem jede Spur der Function Sl verschwun- 
den i^t. 

Gehen wir nun, um den Werlh dieses Ausdrucks zu bestim- 
men, auf dem oben eingeschlagenen Wege rückwärts, so kann 
man für denselben zunächst setzen: 

J\{xr), — {xX),\ dy + J \{x J)' -{x irj dx; 

oder auch, wenn man die in jeder Klammer befnidliche Differenz 
als Resultat der Integration nach einem der oben betrachteten 
Flächenstreifen ansieht: 

Und so erhält man die Formel 

welcher sich offenbar die ganz ähnlich gebildete anschliesst, wel- 
che sich ergiebt, wenn man x und y überall vertauscht. Setzt 
man endlich wieder dq für dx dy , so hat man demnach folgende 
beide Formeln: 

rd^ , Cfd.xX , d.x Y\ ^ 

Führt man nun hier die Werthe (84) für X und Y ein, so 
tonnilt die Berechnung der rechten Theile auf die oben bereits 
angegebenen Integrale 

jx dq, jy dq, jxy dq, 1 x^ dq, 1 y^ dq 

zurück, von denen der Annahme nach die drei ersten verschwin- 
den, indess die letzten beiden die Werthe X^ q-, v^ q annehmen, 
üod so wird also endlich: 



(85) . 
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Diese an sich merkwürdigen Bestimmungen ertheilen nun 
den Gleichungen (83) die folgende, mit Ausnahme der letzten 
höchst einfache Form: 



(86) 







c 




a 


»■»- * 


Eq 




b, 




A 
E.l^ 


<1 


h 




B 

E,y} 


q 



TT 



a. 



a. 



..-L. 



K («' + A') + ^ 



E.x^q 

b, f{-i — ft) y* — {li — 1)x''y 



\f 



2 



dq 



K ri'^—H) ^' — (f* — 4) y^ oc 






2 



dq 



1 r/ dSl d^\ ^ 



2 (1 + ^) (^ 
Eq 



Das Eigenthümliche dieser Formeln liegt darin, dass a nur 
von C, ebenso b nur von A, a, von B\ b^ von i?, a^ von ^ 
abhängt; nur die letzte Gleichung enthält dann noch sämmtliche 
Grössen, so dass b^ sich durch alle mit Ausnahme von C ausdruckt. 
Dieses Resultat kann man durch folgenden Satz interpretiren : 

Die Componente der äussern Kräfte, welche in der 
Richtung derLängsaxe wirkt, ruft nurAusdeh- 
nung hervor. Die parallel der Endfläche nach 
einer Hauptaxe gerichtete Componente zusam- 
men mit dem in Bezug auf die andern Haupt- 
axe genommenen Drehungsmoment bringen 
eine Riegung hervor, deren Riegungsebene 
durch die erste Hauptaxe hindurch geht, cjjDch 
mit begleitender Torsion. Das Drehungsmoment 
endlich in Rezug auf die Längsaxe ruft nur 
Torsion^ hervor. 



§ 30. Symmetrische Querschnitte. 

Diese Retrachtungen vereinfachen sich noch weiter, wenn 
man dem Onerschnitt eine Gestalt giebt, welche gegen zwei auf 
einander senkrechte Gerade symmetrisch ist. In diesem Fall werden 
die erwähnten Geraden von selbst die Hauptaxen des Schnitties, ihr 



« t 
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DuFchschnittspunkt der Schwerpunkt. Um dies einzusehen kann 

man sich des folgenden Satzes bedienen: 

Wenn F eine Function von x und y ist, welche die 
Eigenschaft hat, ihr Zeichen zu wechseln, wenn 
man a;in — x, oder yin — y übergehen lässt, so 
ist immer das Integral 



/■ 



Fdq, 



ausgedehnt über eine in Bezug auf die Coordi- 
natenaxen symmetrische Fläche, gleich Null. 

Man sieht dies leicht ein. Denn zu jedem Elemente dq, für 
weiches die Function F einen gewissen Werth annimmt, findet 
sich dann ein anderes, symmetrisch gelegenes, für welches F den 
entgegengesetzten Werth hat; das Produkt Fdq hat dann für 
solche Elemente gleiche und entgegengesetzte Werthe, und in 
dem Integral heben sich daher je zwei Terrae auf, welche von 
solchen Elementenpaaren herrühren. Wegen der symmetrischen 
Form des Querschnitts aber lässt sich derselbe vollständig in 
solche Elementenpaare auflösen, und das ganze Integral verschwin- 
det also, indem je zwei seiner Terrae sich gegen einander auf- 
heben. 

So ist sofort 

Ixdq=z0, /yrfg=n=0, jxydq={), 

wodurch der Anfangspunkt als Schwerpunkt, die Axen als Haupl- 
axen bezeichnet werden. Ferner ist 

/y»flfp = 0, jxy^dq = (), (x^y dq= 0, ix''dq=^0, 

wodurch die letzte Gleichung (86) sich noch wesentlich verein- 
facht. 

Aber dies ist nicht Alles. Nennen wir der .Kürze wegen 
eine Function in Bezug auf eine in ihr vorkoraraende Veränder- 
liche gerade, wenn sie ihren Werth nicht ändert, sobald die Ver- 
änderliche nur das Zeichen wechselt, ungerade, wenn sie hie- 
durch gleichfalls ihr Vorzeichen ändert, während ihr absoluter 
Werth der nämUche bleibt. So ist für jeden symmetrischen Quer- 
schnitt der Cosinus der nach aussen gerichteten Normale gegen 
die -TAxe, cosp, eine ungerade Function von x und eine gerade 
von y, ünp umgekehrt ungerade für y, gerade für x. Denn 



"^w 
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4 

geht man von. einem Punkte x, y der Peripherie zu einem andern 
über, der dasselbe x, aber das entgegengesetzte y hat, so ver- 
wandelt sich p in -^ p, also cosp in cosp, sinp in — sinp; geht 
man hingegen zu einem Punkte über, der dasselbe y, aber das 
entgegengesetzte x hat, so verwandelt sich p in 180® — p, also 
cosp in — cosp, sinp in sinp. Demnach erkennt man dass die 
linken Theile der drei letzten Gleichungen (70) der Reihe nach 

ungerade für x und y, 

ungerade für x und gerade für y\ 

gerade für x und ungerade für y 
sind. Dasselbe muss für die linken Theile jener Gleichungen 
gelten. Bemerkt man nun, dass, wenn eine Function für eine 
Veränderliche gerade ist, ihr Differentialquotient nach derselben 
ungerade wird, und umgekehrt, so sieht man dass es genügt, 
wenn man 

Bq ungerade für x und y , 

By ungerade für a:, gerade für y, 

B^ gerade für x, ungerade für y 

annimmt, was auch den Gleichungen (69) keineswegs widerspricht. 
Führt man nun in (86) den Werth von Sl 

Sl = b, B, + b, B, + b, B^ 
ein, so zerfällt das Integral 






in drei Theile, welche respective mit b^, 6,, b^ muitiplicirt 
sind. Und von diesen verschwinden wegen des oben ausgespro- 
chenen Satzes alle bis auf das mit b^ multiplicirte Integral 

r/ dB, dBA 

bei welchem *die zu integrirende Function sowohl für y als für x 
gerade Wird. Die letzte Gleichung (86) also reducirt sich auf: 

In diesem Falle wird daher auch b^ nur abhängig 
von dem Drehungsmoment C; Ausdehnung, die beiden 
Classen der Biegung, und Torsion bilden hier vier 






n-i^' 
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völlig abgesonderte Probleme, indem auch die Tor- 
sion ausfällt, welche im Allgemeinen die Biegung 
begleitet. 

Die Wirkung der Kraft A und des Moments ^ zusammen, 
welche hienach in einer blossen Biegung bestehen, können wir nun 
durch die Gleichungen (75*) darstellen, welche der reinen Bie- 
gung entsprechen, indem darin die Constanten a^, 6j durch ihre 
Werthe ersetzt werden. Da B^ in Bezug auf y gerade, also 

* ungerade ist, so verschwindet auch in jenen Gleichungen 



-T-^l , wie jede ungerade Function, deren Veränderliche ver-. 

^y Jo 

schwindet. Und es bleibt dann: 



( 



(88) 



E qX' 



(i «— y*) + z^ 



E qX^ 
Eql^ 



ql^ . i 



u — B' 

2 

V =z (i X y [B' — Az) 

A [dB, ^ ic' + (2 — ^) y' 



13 



qk' 
qX^ 



2 (1 -f |it) Idx 2 



] 



^"-2(1+^) 



In dem gewöhnlich betrachteten Falle ist die Biegung allein 
durch eine Kraft A hervorgebracht, welche im Schwerpunkte des 
freien Querschnitts angreift. In diesem Falle hat man also noch 

B' = AI, 
wodurch denn die ersten drei und die letzte Formel des vorigen 
Systems die Gestalt annehmen: 



(89) 



- • «■-^„-,.41-^+.«)) 






V 



w 



EqX 
A 



EqX^ 
A 



Eqk 

A X [l — z) 



• iLX y [l — z) 

.1— '+?+-.-'(©.! 



'33 
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Es ist bemerkenswerth , dass der in § 24 erwähnte Quer- 
schnitt, dessen Elemente keine Längsspannung ^33 erfahren, hier 
mit dem letzten Querschnitt zusammenfallt. In diesem Falle also , 
theilt sich der Stab durch die FZ Ebene in zwei Räume, von 
denen einer nur Contractionen, der andere nur Ausdehnungen 
in der Längsrichtung aufweist. Der freie Querschnitt zeigt 
auch noch die Eigenschaft, dass (bei z = l) u und v von x und 
y unabhängig werden, dass also die Punkte dieses Querschnitts 
zwar gegen die Fläche desselben vorwärts oder rückwärts ver- 
schoben erscheinen, nicht aber in der Fläche selbst verscho- 
ben sind. 

Der Pfeil der Biegung: 

erscheint von. der Form des Querschnitts abhängig, aber nur in 
sehr geringem Grade Denn das zweite Glied dieses Ausdrucks 
ist, wie B^ selbst, von der Gestalt des Querschnitts allerdings 
bedingt; aber eben deswegen enthält es nur Terme, welche von 
der Ordnung der Querdimensionen sind, mit der ersten Potenz 
der Länge multiplicirt. Aber wenn nur, wie es im Allgemeinen 
der Fall sein wird, die Querdimensionen klein sind gegen die 
Länge des Stabes, so ist dies Glied unbedeutend gegen das erste, 
welches man in der gewöhnlichen Theorie allein erhält. 

Die Formeln für die Torsion vereinfachen sich ebenfalls ein 
wenig. Denn da B^ sowohl für x als für y ungerade ist, so 
sind seine Differentialquotienten noch immer ungerade für eine 

dieser Veränderlichen. Es verschwinden also|^". ^#». wenn .=0. 

ox cy 

y = 0: und man erhält aus (75*") folgende Formeln, in denen 

für 6„ der Werth (87) einzuführen ist: 

«= ^^y> '.3= i^){y + e:) 



(90) 






(-t) 



2 (1 + fi) 
[w=: b^B^; ^33=0. 

Es wird dadurch an den früheren Betrachtungen nichts ver- 
ändert, als dass die durch die Torsion nicht verschobene Faser 
hier mit der Scbwerpunktsfaser zusammenfällt. 



— 107 — 

§ 3L Bestünmnng der Funetion U für einen elliptischen 

Querschnitt. 

Im Vorigen blieb noch immer die Bestimmung gewisser 
Functionen übrig, welche für jede Querschnittsform besonders 
ausgeführt werden muss. Ich werde für eine einfache Form die 
Bestimmung vollends ausführen. Betrachten wir den Fall, wo 
die Peripherie des Querschnitts durch eine Ellipse gebildet ist, 
in welchem dann die Symmetrie in Bezug auf zwei gegen einander 
senkrechte Axen in der Thal stattfindet. Die Functionen jP^, B^, B^ 
sind in diesem Falle sehr leicht bestimmt. . Bemerken wir näm- 
lich, dass die Düferentialgleichung 

?!? 4- ?!?_o 

welcher jene Functionen sämmtlich genügen müssen, befriedigt 
wird, wenn man darin q> durch die Summe einer beliebigen 
Function von x + y j/ — 1 und einer beliebigen Function von 
X — y j/ — 1 ersetzt : 



<P = fi^ + yj/ — ^) + F {x — y j/ — i), 
was durch Dififerentiation sofort bewiesen wird. 

So genügen z. B. jener Differentialgleichung Summe und 
Differenz gleich hoher Potenzen von cc -{- y]/ — 1 und x — y ^^— 1, 
mit beliebigen Constanten multiplicirt; wenn man diese Summen 
und Differenzen für die nullte, erste, zweite etc. Potenz bildet, 
jedesmal mit einer willkürlichen Constanten multiplicirt, und end- 
lich alle so gefundene Lösungen addirt, so findet man folgenden 
Ausdruck, der wieder durch wirklich ausgeführte Differentiation 
ohne Mühe verificirt werden kann: 

rqn j9> = a + «1 ^ + /5i y + a, (a?* — y') + /3j .T y 
^^'^ • \ + a,{x' ^ Z X y') + ß,{y' — ^ y x') + ,., 

Man wird sehen, dass jede der Functionen B^, J?,, B^ in 
dieser Form enthalten ist. 

Sei die Ellipse, welche den Querschnitt begrenzt, darge- 
stellt durch die Gleichung 

- + ^ = I 

rtr TT 

so dass m und n die Axen der Ellipse werden. Differenzirt man 
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diese Gleichang, so erhält mao far die Tangente des Winkels, 
den die geometrische Tangeute der Curre gegen die XA\e bUdet, 

X 

^ = — ^; 
dx y^ 

und da p sich tou diesem Winkel um nur 90" unterscheidet, sc^ 
flndet sich für den ü^lnkel der Normale gegen die \XX\e: 

dx n» 

*9 P = — zr.=^ 



dy x^ 

oder 

y X 

sin© : cos© = -^ : — i- 

» nr 

Die Grenzbedingungen (70^ , welche in der Peripherie zu er- 
füllen sind, gehen hierdurch in die folgenden über: 

X dB^ y cB^ 



: TT cy \rr nr/ 



m^ dx 

x^dB, y^ cB,_ iia^+f2^ii}y'x , , , ^.^ 

m* dx '^ n" ty ~ 2 m* l" ^ l"^ „« 

m« aa: "^ n« ?y "~ ^ "*" ' m* "^ 2 »* 

Man erkennt nun leicht, dass diesen drei Gleichungen ge< 

uügt wird, wenn man in Uebereinstimmung mit der Formel 

(91) setzt: 

B, = ß^x y 

B^ = cif, .T + «3 (cT* — 3 .ry*) 

B,=ß,y + ß,y-^y ^). 
Hierdurch geht die Bedingungsgleichung für B^ sofort über in: 



^. = 



2 2 

m — n 



m* + /i* 

Die Gleichungen für J?,, B^ roodificirt man zweckmässig da- 
durch, dass man nach Ausführung der Differentiation die Glieder 

erster Dimension mit -, + ^ , was in der Peripherie l ist, 

mr TT 

multiplicirt. Dadurch erhält man die für x und y homogeneik^ 

Gleichungen: 
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2 m* ' ' n' 



2 yr m' 

und wenn man hierin die Coefficienten gleicher Potenzen auf 
beiden Seiten einander gleich setzt, erhält man folgende Glei- 
chungen zur Bestimmung von a^, a^, j5,, ß^. 

OT* * 2 m* n* ^ \m* n'/ 2 m* n* 

w* ^^ 2 m*n^ ^ \w* m*/ 2 nr nr 

Aus denselben ergeben sich die Werlhe: 
^ ^ m' [2 m' (1 +jt) + ;i'] _ _ m^ + J^)_+ ^'J-JTJ^ 

. ^ w« [2 n^(l +j.^) + m^ . __ ; ,» (4 + fi) + m' ( 2 - ft) 
^' " 3 n^ + m^ ' ^' ~ 6 (3 «^ + m*) 

so dass endlich die Functionen B^, ^,, B.^ folgende Ausdrücke 
erhallen : 



2 2 

nr — n 



X y 



m* + n' 

m^[2mMl+|tt)+n^]^-[m'(4 + ,i) + t*M2-fi)]^^=^ 



3 m'^ + n* 
n'[2^l^(^+^) + m*] y-[n^(4 + f.)+m^ ft-ft) /"^^'^ 

3 ;j2 + ^"2 

Die zweite dieser Gleichungen giebt: 

/dB\ _ m^ [2 m^ (1 + ft) + n^ ] 
Vaar/o ~ 3 m« + w'^ 

^f^e Formel, welche zur Bestätigung der oben ausgesprochenen 

^hauptung dient, dass diese Grösse im Allgemeinen sehr klein 

^^8^n /* ist, und auf den Pfeil der Biegung nur unbedeutenden 
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Einfluss hat. Die PfSche, in welche die Ouerschnitte nach der 
Biegung übergehen, wird 

z = z + w , 

oder, wenn man den Werlh der Function w aus (89) entnimmt, 
für den Fall, wo die Biegung durch eine am Schwerpunkt der 
Endfläche wirkende Kraft A hervorgerufen wird: 

eine Fläche der dritten Ordnung, welche gegen die Biegungsebene 
symmetrisch ist, und von den Ebenen, welche der Längsaxe pa^ 
rallel und zur Biegungsebene senkrecht sind {x = Const.) in Pa- 
rabeln geschnitten wird, da für x' === Const. die obige Glei- 
chung z nur in der ersten, y in der zweiten Potenz enthält. 

Von der Berechnung der Grössen x, l wird später beson- 
ders zu handeln sein, [ch bemerke, dass hier 

. tn n 

Auf den Fall der Torsion ist es nöthig genauer einzuge- 
hen. Da 



2 2 

m — n 



m -j- n 



» 



so wird 



oder nach den früher eingeführten Bezeichnungen 



m* — n^ 



(A^ — O, 



m^ + n* 
und endlich wegen der hier einzuführenden Werlhe von X, k; 

~ 4 (m* + n") * 
In Folge dessen giebt die Gleichung (87): 

_ _ 2 (1 -f ft) (m' +ji')^ 

und aus (90) entspringt dann für Verschiebungen und Spannungen 
das System: 
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_ 2 (1 + ^) C m' + n' 2_C^ 

Eq m'n' ■'' "~ n'q 

_ 2 (1 + ft) C OT* 4- n* _ 2^"^: 



^= ^^ ^2 , ^2 ^y> '38 = ^- 



_ 2 (1 + fi) C" >/^' — n' 
Eq m^ + n* 

Der Winkel, um welchen die freie Endfläche gegen ihre 
ursprüngliche Lage gedreht erscheint, wird [vergl. § (27)] : 

_ 2{\ + ^) (f l m^ + n^ 

oder es ist das dem Winkel a entsprechende Drehungsmoment: 

, E a m^ n^ q ' 

"^ ~" 2 (! + (i) ' 7 * m«"+"^** 
Bemerk enswerth ist hiebei der letzte Factor, welcher von 
<iem in der gewöhnlichen Theorie üblichen Factor 

m' + w' 
»> 

abweicht. Der Unterschied zwischen beiden ist nicht bedeutend, 
^eim die Axen der Ellipse wenig verschieden sind, und ver- 
schwindet gänzlich für den Kreis. Dies wird erklärlich, wenn 
Dfian bedenkt, dass die gewöhnliche Theorie zunächst nur für den 
Kreis entwickelt, und dann auf andre Querschnittsformen über- 
tragen wird, «0 dass dieselbe in der That nur für Formen, wel- 
che vom Kreise wenig abweichen, auf Genauigkeit Anspruch 
flachen kann. 

Die Gleichung für die verschobenen Querschnitte wird: 

z=z+w=z+ -^— — - — • -j— : — 2 cc y . 

Eq wr + tr 

Für den Kreis, wq w= w, bleibt also z =^z, und dem- 
'iach der Querschnitt eben. Im Allgemeinen stellt aber obige 
Gleichung eine Fläche zweiter Ordnung dar. Sie geht in die 
Gleichung einer Ebene über, wenn man x oder y' constant setzt, 
^- h. sie wird von Ebenen, welche der ZZ Ebene oder der 

^^Ebene parallel gehen , in geraden Linien geschnitten. Die 
'^'läche ist demnach ein hyperbolisches Paraboloid, bei welchem 
^ine Schaar von Erzeugenden der ZZEbene, die andre der 

^^Ebene parallel ist. 
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§ 32. Hohlcylinder. 

Wenn der betrachtete Cylinder einen Hohlraum hat, in des- 
sen Inneres die Schwerpunktslinie iiineinfällt , so kann man dessen 
ungeachtet der in den §§ 22 — 27 entwickelten Formeln mit 
ganz geringen Modificationen sich bedienen. Zwar die Constan- 
tenbeslimnmng, welche im Vorigen angewandt wurde, verliert 
insofern zum Theii ihre Deutung, als naturlich von einer Fest- 
legung der dem Schwerpunkte benachbarten Elemente hier nicht 
die Rede sein kann. Aber man kann jener Constantenbestimmung 
noch eine andere Deutung beilegen. Die Ausdrücke (72) für 
u, V, w haben die Eigenschaft, dass für y = 0, z =0 die Grösse 
» , für .T = , 2 = die Grösse u verschwindet. Dies heisst 
also, dass in dem äussersten Querschnitt die Punkte 
jeder Hauptaxe genöthigt sind, sich nur in der durch 
diese Hauptaxe und die Längsaxe gelegten Ebene zu 
verschieben. Diese Bestimmung ist äquivalent damit, dass die 
Constanten «y, «', «" (vergl. § 24 am Ende) verschwinden. Die 
Conslanten c, b\ b" aber kann man dann bestehen lassen und 
etwa die Forderung hinzufügen, dass irgend drei in jenen Haupl- 
axen gelegene Punkte in ihrem ursprünglichen Querschnitte blei- 
ben sollen, so dass für diese dann auch w verschwindet. Dies 
heisst nach den Gleichungen (65), man bestimmt c, 6', 6" durch 
die anderen Constanten mit Hülfe der Gleichungen: 

ii(x.o) - y^ + c - r 2/ = 

oder 

» 

5l(y=o) — ^^ + c — . 6' a: = 0, 

deren eine oder die andre für drei Punkte der Hauptaxen er- 
füllt sein soll. Es ändert sich dadurch weiter nichts, als dass 

die im Vorigen durch ( — j , \w^ bezeichneten Constanten 

andre Werthe annehmen, und dass zu w die Constante c tritt; 
die Spannungen aber und die ganze Discussion bleiben völlig 
unverändert. 



\ 
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§ 33 Allgemeine Hül&mittel zur Bestimmung der Functionen 

-^0» ^1» ^2- 

Ich werde als Beispiel den Fall behandeln, wo die Begrenzung 
d€s Querschnitts durch zwei Ellipsen mit gemeinsameQ Brenn- 
punkten gebildet wird. Obgleich dieser Fall unter denen, wo die 
Begrenzung vom Kreise abweicht, der einfachste ist, so erfordert 
er doch einige Vorbereitungen, und giebt'Gelegenheijt, die Hülfs- 
miltel zu entwickeln, durch welche in einigen Fällen die Be- 
stimmung der Functionen Bq, J?,, B^^ gelingt. Ich schicke daher 
die folgenden allgemeinen Betrachtungen voraus. 
W Zunächst bemerke ich, dass die linken Theile der Gleichungen 
(70), welche die Grenzbedingungen für die Functionen B^ elc. ent- 
halten, einer einfachen Interpretation fähig sind. Gehen wir näm- 
lich von einem Punkte der Peripherie in der Richtung der Normale 
um eine sehr kleine Strecke s vorwärts, und untersuchen die Ver- 
änderung, welche die Function B^ (oder eine der andern, für 
n-elche B^^ beispielsweise gewählt ist) erleidet, wenn wir ihren 
Werth auf der Peripherie mit dem Werthe vergleichen, welchen 
sie im Endpunkte jener kleinen Strecke annimmt. Bei dem Fort- 
schreiten um e in der Richtung, welche den Winkel p gegen die 
^Axe bildet, wächst o: um £ cosp, ^ um £ sinp. Am Ende 
der Strecke s also erhält man den entsprechenden Werth der 
Function, wenn man in dieser x durch oc + s cosp, y durch 
y -|- £ sinp ersetzt. Entwickelt man nach dem Taylorschen 
Satz, und vernachlässigt die höhern Potenzen von £, so wird der 
neue Werth der Function: 

oder endlich,, es wird der Zuwachs der Function, dividirt durch 
die kleine Strecke, eine Grösse, welche der Differentialquo- 
tient nach der Normale heissen mag, und demgemäss durch 

-^ ausgedrückt sein soll: 
ov 

(^2) -bV = W'^'^ + W '^"^ 

Dies ist die einfache Deutung des linken Theiles jener Glei- 
chungen, durch wAche dieselben in folgende übergehen: 

Clebsch, Theorie elast. Körper. § 
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(93) 



(dB, 

dB, ^ jix^ + (2 - ji) y' 
dv 2. 

dB. 



= X smp — y cosp 

cosp + (f* + 2) xy s'inp 



ai/ ^ 2 ^'^^ + (f* + 2) ary cos;?. 

Denken wir uns nun die Punkte des Querschnitts nicht durch 
rechtwinklige Coordinaten bestimmt, sondern dadurch, dass man 
zwei Schaaren von Curven in der Ebene zieht, dergestalt, dass 
durch jeden Punkt der Ebene eine Curve der einen Schaar und 
eine Curve der andern Scliaar hindurchgebt. Man kann dann 
jeden Punkt dadurch bestimmen, dass man die beiden Schaaren 
angehörigen (Kurven bezeichnet, w»^lche sicli in jenem Punkte durch- 
schneiden. Diese Schaaren von Curven seien dargestellt durch 
die Gleichungen 

SO dass man die Gleichungen aller Curven der einen Schaar aus 
der ersten Gleichung erhalt, wenn man der Coustanten a alle 
möghchen Werthe beilegt, alle Curven der zweiten Schaar aber 
aus der zweiten Gleichung, wenn der Grösse ß alle möglichen con- 
stanten Werthe zuertheill werden. Man kann sich dann auch des 
Ausdrucks bedienen, a und j5 seien neue Veränderliche, durch 
welche die Punkte der Ebene bestimmt werden, und welche mit den 
ursprünglichen Veränderlichen x^ y durch die Gleichungen (94) 
verbunden sind. 

Nehmen wir an. die beiden Schaaren seien so gewählt, dass 
die (Kurven, welche nicht derselben Schaar angehören, sich überall 
rechtwinklig schneiden. Gehen wir dann von einem Punkte x, y 
in der (juve der einen Schaar vorwärLs, und bezeichnen durch 
dx, dy die Veränderungen, >yelche die Coordinaten dann er- 
leiden, so ist 

f[x) dx + r{y) dy = 0, 
wofür man auch schreiben kann 

hx "'' + ^j ^^ = "• 

Geht man hingegen in der Curve der andern Schaar vo 
wärts, und ändern sich die Coordinaten um dx\ dy\ so hat m; 



* 
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-dx +-dy =0, 
oder, was dasselbe ist 

-ä:c + -dy =0. 

Sollen nun die Curven sich überall rechtwinklig durchschnei- 
den, so muss an jeder Stelle sein: 

dy dx' 

dx dy* 

oder, wenn man die Werthe dieser Verhältnisse den obigen Glei- 
chungen entnimmt, und die entstehende Gleichung ordnet, es 
muss für alle Werthe von x und y die (lieiclHUig bestehen: 

l95 ^- - ./-+—. ^ = 0. 

dx dx öy dy 

Ich werde endKch diese Schaaren so gewählt denken, dass 
eilte Curve der ersten Schaar, diejenige für welche a den Werth 
Null annimmt, mit der Begrenzungscurve des Querschnitts zusam- 
menfalle. Geht man dann von der Peripherie in der Riclitung 
der Normale vorwärts, so bleibt man auf einer Curve der zweiten 
Schaar, es ändert sich also nur a, nicht aber ß, der DifTerential- 
quotient nach der Normale fällt mit dem DilTerentialquotienten nach 
« zusammen, oder unterscheidet sich von demselben imr durch 
einen Factor. 

Untersuchen wir aber zunächst, welche Form die allgemeinen 
Bestimmungsgleichungen (69) annehmen, von denen ich die eine: 

d^B, ^^0^0 
dx^ dy^ 

beispielshalber hervorhebe. 

Sieht man daHn B, als eine Function von a und ß au, so 
gewinnt man für die DifTerentialquotienten nach x und y die 
Ausdrücke : 



(96) 





ra^o a^o a« dB, 

dx da dx ' dß 


• .*«•• c 


dB, _ dB, da dB, 
1 dy da dy "^ dß 



dß 

dx 

dß 
dy 

8* 
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^cc See 
Multiplicirt man aber diese Gleichungen mit ^-, — und 

ooc oy 

addirt, oder mit ^, ~ und addirt, so kdtntnt wegen (95) f 



dx dy 



(97) 



[dB, 

! dx 



wo 



(98) 



— , dB^ da _ \^dB^ 
dx dy dy A da 

dx ' dx "^ dy ' dy B dß' 



A \dx) "^ \dy) 



ß ~ \dx) ■*" Vay/ 



gesetzt worden ist. 

Vergleicht man nun die Gleichungen (97), welche von der 
Natur der Function B^ ganz unabhängig^sein müssen, mit den Glei- 
chungen, welche sich aus den bekannten Regeln der DifTeren- 
iiation ergeben: 

da dx da dy da 

dB, _ dB^dx dB^dj 

dß ~ dx dß "^ dy dß' 
so folgt durch Gleichsetzung entsprechender Coefficienten: 

dx da dy da 

(99) . . . ;^~ d^' 8^- Wy 

dx _ dl' dy_ dß^ 

dß ~ dx' dß~' dy' 

aus welchen sich auch, wenn die Quadrate der in gleicher Hori- 
zontale stellenden Gleicluingen addirt werden, mit Rücksicht auf 
(98) die neuen Ausdrücke für A, B ergeben: 

(|fY + (|»Y = 

(100) •^'^' ^' 



(M)' + (I)' = "• 



aus welchen ferner mit Rucksicht auf (95) sich die Beziehun 
ergiebt : 
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(101) ^ ^ + ?^ -^ = 

^^"^^ ' ' ' da dß ^ da dß 

Inzwischen erhält man für die linke Seite der gegebenen 
Gleichung nach den Regeln der Diflerentialion , wenn m<in ß^^ 
durch a und ß ausgedruckt denkt: 

aar» "^ dy* ~~ da* (\da:/ "^ \dyj > "^ a/J* «Vax/ '^ \dy) S 

^ d'B, ida dß ^ da dß. 

dadß ^dx dx dy dy) 

^ da \dx "^ dyy "^ dß \dx^ "*" ayv 

Von den in dieser Gleichung auftretenden Goeflicienten ist der 

erste gleich -—, der zvieite ^-, der dritte Null, nur die beiden 

A B 

letzten sind noch zu berechnen. Hierzu führt leicht die Be- 
merkung, dass die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, wenn 
man darin ^o = x, oder BQ:=y setzt; dies zu thun ist immer 
erlaubt, da diese Gleichung noch für jede beliebige Function iden- 
tisch erfüllt werden muss. Und so erhält man folgende beide 
Gleichungen: , 



I d^x 1 d^x 

T d^^ "^ B dß^ 



d_x /a^ d^\ dx /a«^ d^\ 
"*" da Kdx' ■*" dyy '^ dß \dx^ "*" ayV 

^ _ j_ av . 1 av 

~ A da* '^B dß" 

. dj^/d^ . ^\ .^j {^21 ^ ^2P\ 

■•■ da \dx* "*" aW ■*■ dßXdx' "^ ayV 

d'c 
Multiplicirt man die erste derselben mit ~- , die zweite 

^*^il Ji und addirt , oder multiplicirt man die erste mit 

dß 

^^x du 

^-5, die zweite mit -^ und addirt abermals, so erhält man zwei 

oß dß 

deichungen, aus denen wegen (95) jedesmal eine der gesuchten 
Grössen verschwunden ist: 
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A \da* du "'" da* da) "*" B \d^ da "•" dß* da) 

1 /d'x dx ,d^y dy\ l /d*x dx d*y dy\ 

~ 1 \M d'ß d^^dp) "^ ¥ W' ä^ ■'■ W W 

Differenzirt man indess die Gleichungen (98), (99) nach a un( 
^, so erhält man: 

d^x dx d^y dy ^ dA 

da^ da dcc^ da ^ da 

d^x dx d^y dy dB 

df dß'^ dß^dß^ ^ dß 

S^qc dx d^y dy (dx d^x dy d^y \ j dÄ 



+ ^, ^ = ~ u- 



)= 



da^ dß^d^^dß^ \da dadß da dadß) ~ '^ d^ 

dß^ da "*" dß^ da "" \dß dadß "*" a/3 aa^/S/ ~ ^ doc 

und hiernach gewinnt man aus den obigen Gleichungen folgencl 
Werthe der gesuchten Coefficienten : 



dx" "^ dy^ ~ 2A \B da A da) 

dx^ "*" dy^ ~ 2ß \A dß B dß)' 

Führt man dies in den oben gefundenen transformirten Aus^- 
druck des Unken Theiles der Gleichung für B^ ein, so nimmt 
derselbe folgenden Ausdruck an; 

• "^ • dx" "^ dy^ A da^ ^ B d'ß' 



da 



1 (}_dB __ 1 ?^^ 
"*" lÄ \b da Ä d~a) 

1_ /J_ a^ _ 1 dB\ dB^ 

■•" 2B \A dß B dß) dß 

= -L= II (l/I ^^o\ . i /t/Z ^o\ > 
l/AB ^da \t A da) ^ dß \t B dß / f' 

Man kann ilas Resultat dieser, in vielen Fällen mit grossem 
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Nutzen angewandten TransFormalionen in Folgendem Theorem 
aussprechen : 

Sind a, ß zwei Functionen von x, y, weiche Con- 
stanten gleich gesetzt, Curven darstellen, die 
einander immer rechtwinklig schneiden, ist 
ferner 



\dß) 



.=(-)+ (1). 



so kann man die Gleichung 

wenn darin a, ß als Veränderliche slatt x, y ein- 
gefülirl werden, durch folgende ersetzen: 

Zur Bildung dieser Gleichung ist in den Gleichungen des 
Theorems alles Nothwendige angegeben, sobald man sich die Aus- 
drucke von X und y durch die neuen VeränderUchen er, ß als 
bekannt vorstellt. Die Rechnung wird noch erleichtert, wenn 
nian sich des Ausdrucks für das Linieuelemcnt ds bedient, welches 
in irgend einer Richtung in der Ebene gezogen wird. Man hat 
offenbar ursprünglich 

ds^ = dx^ + dy^\ 

clann aber, wenn man die Ausdriicke von dx uud dy durch da 
und dß, nämlich die Werthe 

()x f)x 

dx = - dcc + ^ dß 
ccc dp 

* = I ''« + B "f- 

in diesen Ausdruck einführt, sieht man dass der Coefficient von 
da dß der Gleichung (101) wegen verschwindet, und mit Rück- 
sicht auf die in (100) gegebene Definition von A und B erhält man: 

(104) ds^ = Ada^ + Bdß\ 



— 120 — 

• 

Es sind also A, B die Coefficienten von <kr^ dß^ in 
dem Ausdrucke, welchen das Quadrat des Linien- 
elements annimmt. 
Im Frühern war bereits bemerkt worden, dass wenn man.^ 
von der Peripherie des Querschnitts in normaler Richtung fort — 
geht, nur a sich ändert, während dß verschwindet. Die obei 
durch € bezeichnete Strecke, um welche man in dieser Richtung 
fortschreitet, wird dann also 

ds := da j/A, 
uud demnach hat man 

' dv y A da ex dy 

f) B 
Setzt man für — -^ den ihm gleichen Ausdruck 

da 

da dx da dy da 

so gieht die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem Vorigen die 
Werthe von cosp und sinp, ausgedrückt durch die neuen Ver- 
änderlichen : 

iMxax \ dx , l dy 

(106) .... cosp = --= - , smp = —= — . 

j/A ^« j/A ^a - 

Diese Gleichungen, mit (105) zusammen, genügen vollständig, 
auch die Grenzbedingungen für die Functionen ß^, B^, B^ zu 
bilen. 



§ 34. Anwendung der allgemeinen Transformation auf 

elliptische Begrenzung. 

In dem Fall, wo die Begrenzung aus einer Ellipse besteht, 
ist es setyr leicht Curvensysteme zu finden, welche sich überall 
rechtwinklig schneiden, und für welche die Begrenzung des Quer- 
schnitts Glied einer Curvenschaar wird. Man gelangt zu solchen 
Systemen durch die Betrachtung von Kegelschnitten, welche ge- 
meinsame Brennpunkte haben. Legen vor durch irgend einen 
Punkt eine Ellipse und eine Hyperbel, welche die Brennpunkte 
der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten haben, so bilden bekannt- 
lich, die Tangenten beider Curven gleiche Winkel mit. den näm- 
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liehen beiden Geraden, den nach den Brennpunkten gezogenen 
Strahlen. Beide Curven müssen sich daher senkrecht durch- 
schneiden, und wenn man daher alle nur mogUchen EUipsen und 
Hyperbeln zieht, welche die nämlichen Brennpunkte haben, so 
bilden dieselben zwei Schaaren von Curven, welche allen oben 
geforderten Bedingungen entsprechen. 

Alle Gleichungen solcher Kegelschnitte sind aber in der 
Formel enthalten 

(107) -r^^ + -^, -1=0. 

Diese Gleichung stellt in der That Kegelschnitte vor, deren Axen 

^m* + t, yn^ + i sind, und bei denen also die Entfernung 
eines Brennpunktes vom gemeinsamen Mittelpunkte den gemein- 
samen Werthe }/m* — n' annimmt. Lassen wir in der Gleichung 
(107) t alle Werthe von — m* bis + oo annehmen (m* > «* 
vorausgesetzt), so erhalten wir immer Ellipsen ; Hyperbeln hingegen, 
wenn t zwischen — n* und — m* variirt. Sehen wir in (107) 
X und y als gegeben an, so wird die Gleichung quadratisch zur 
Bestimnmng von t, und indem man sie auflöst, erhält man die 
Werthe von i für die bestimmte Ellipse und Hyperbel, weiche 
durch den Punkt x, y gehen. Man sieht auch leicht, dass wirk- 
lich zwei solche Curven existiren. Denkt man sich nämlich t in 
dem Intervalle — m* bis — n* wenig von — m* entfernt, so über- 
wiegt in der Gleichung (107) das erste Glied, und dies, somit auch 
der ganze Ausdruck Unks ist positiv; nähert sich hingegen i dem 
Werlh — n*, so überwiegt das zweite Glied, und ist negativ; 
somit wird dann auch die ganze linke Seite der Gleichung nega- 
tiv. Zwischen beiden Werthen muss sich daher ein Werth von 
t. befinden,, für welchen der linke Theil gerade. Null würtf, d. h. 
eine Wurzel der Gleichung, und es giebt also immer eine durch 
den Punkt gehende Hyperbel. Liegt ferner i in dem Intervall 
- — w* bis -f oo nahe an — «*, so überwiegt abermals das zweite 
Glied, ist aber diesmal positiv und giebt also auch der ganzen 
linken Seite dasselbe Zeichen, nähert sich hingegen t dem Werthe 
+ oo, so werden beide erste Glieder 'nahezu Null, und das dritte 
Glied überwiegt» welches negativ ist. Daher nmss die linke Seite 
der Gleichung für einen zwischen / = — n' und t = oo gelegenen 
^«rth von / durch* Nult -gegangen sein; es giebt alsQ- auch in 
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diesem Intervall eine Wurzel der Gleichung und eine ihr ent- 
sprechende Ellipse, iveiche durch den gegebenen Punkt geht. 

>fennen wir nun cc diejenige Wurzel, welche der Ellipse, ß 
diejenige, welche der Hyperbel entspricht. Bringen wir dann den 
ganzen Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (107) auf 
gleichen Nenner, wobei der CoefOcient von /* im Zähler gleich — 1 
wird, 30 kann der Zähler, welcher ausserdem für /=« und i=--ß 
verschwinden niuss, nur noch gleich — (/ — a) {i — ß) sein , und 
man hat daher die für / identische Gleichung: 



+ 



m^ + t ' n^+ t • (m^ + i) (n^ + t) 

Multiplicirt man diese Gleichung mit m' + / und setzt dann 
t = — w*, und multiplicirt ferner mit n* + ^, um dann f = — n' 
zu setzen, so erhält man die folgenden einfachen Ausdrücke für 
a^ und y^ durch a und ß\ 

(m* + cc) (m» + ß) 



(108) 



mr — rr 

_ («• + «) (n' + ß) 
^ ~~ ^' — m' • 



Durch DiOereiilation ergiebl sich daraus, wenn man zuvor auf 
beiden Seilen die Quadratwurzel gezogen: 

da: .. — /J=.^ \]/^I±J da + /A*'^ dß 

dy = -T^— Ij/^^S da + j/'l±I dß]. 

sodann aber, indem man die Quadrate beider Gleichungen addiit 
und so das Quadrat des Linienelemenies bildet, kommt nach 
klenien. Ileductionen: 



ds^ = 



_ a — ß i da"" rf£ 



( da' 

W"+~a)'(n 



4 ({m' + a) [n' + a) (m' + ß) {n' + ß)) 

Hier hat man bereits die Ausdrücke A, B gefunden, welche?^ 
zur Bildung der transformirten Differentialgleichung nothwendi, 
sind; es sind die Coefficienten von rfa*, c?jS*: 

a ^ ß l 



A = 



B = 



4 (m* + a) (n« + a) 

a -- ß 1 

—4— • ln^^ß)Jn''^ß)' 
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Die transformirte Diflerentialgleichung (103) ist also: 



+ 



~ h/- (^' + ß) in' + ß) dBA 
^ß [t {m' + «)(n« + «) dßf 



Die Gleichung vereinfacht sich noch mehr, wenn man statt 
der Veränderlichen cc, ß die beiden folgenden einführt: 

da 



" ^ J j/(m' + a) {«» + «) 

— TT 

rP dß 



jy-(""+«("'+«' 

denn alsdann wird 

da 



[ da' = 



\ä' = ^ , 

und daher auch 



y-(n.^+ß)i,,+ ß) —0 = ^^ 





/ > 



endlich aber die transformirte DifTerentialgleichung selbst: 
(111) . ^'^' 4. ?J^o ^ ^ 

^as genau wieder die ursprüngliche Form ist. 



§. 35. Anwendung auf einen Hohlcylinder, dessen Querschnitt 
von zwei confooalen Ellipsen begrenzt wird. 

Diese Formeln sollen nun auf den Fall angewandt werden, 
wo der Querschnitt durch zwei confocale Ellipsen: 

m* + ofj n' + ofj 



m* + «0 n* + of. 
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begrenzt ist; dergestalt, dass auf allen Punkten der äusseren Pe- 
ripherie die Veränderliche a den constanten Werth a^, auf allen 
Punkten der Innern den constanten Werth ce^ annimmt. Wenn 
ich mich dabei auf die Bestimmung der Function ß^ beschränke, 
so geschieht dies einerseits, weil die Functionen B^, B^ auf die 
Endformeln einen geringeren Einfluss haben , andrerseits wird 
man ah der Bestimmung von B^^ die Methode hinlänglich erkennen, 
welche in ganz ähnlicher Weise auch zur AufHndnng der andern 
Functionen führt. 

Untersuchen wir zunächst die Grenzbedingungen. Wenn man^ 

dB 
auf die Gleichungen (93) zurückgeht, in denselben -^, cos/?, sinp 

cv 

aus (105), (106), einfuhrt, und endlich die darin vorkommenden 

Werthe von x, y aus (108) entnimmt, so geht die Grenzbedingung 

für B^ in die Form über: 



(112) 'J^^^tp^ME^. . 

' ^"^ j/(m^ + ff) («' + ff) 

Diese Gleichung muss für ff = ffj und für « = «„ erfüllt sein. 
Da nun durch die Einführung dieser Werthe der Werth von ß 
in keiner Weise beschränkt wird — die Gleichung muss für jeden 
Punkt erfüllt sein, wo eine Hyperbel ß die Ellipsen a^ und a^ 
schneidet — , so liegt die Vermuthung nahe, dass man setzen könne: 

(113) B, = ÜT . /-7m« + /3) (n' + /3), 

wo iL eine Function von a allein ist. Alsdann geht die Gleichung 
(112) in die von ß völlig freie Gleichung 

(114) 1^ = , ' 

^« 2 /(m* + a) («* + a) 

über, weiche, a = a^ oder a = a^ gesetzt, eine blosse Beziehung 
zwischen Constanten ängiebt. 

Es ist nur fraglich, ob der Ausdruck (113) auch der allge- 
meinen Gleichung gemäss sei, welche durch die Function B^ an je 
dem Punkte des Querschnitts befriedigt werden muss, und welche 
nach (109) für die Veränderlichen ff, ß die folgende Gestaltan nimmt: 

= l h/ (^' + «)( ^'+ «) ^o\ 

da \^ (/n* + ß) («« + ß) da f 



^ - l7/_ {n^'j{'J){n'+J) dB,] 
■^ ^" W (m» + ff)~(n«.+ i.) dß y 



d_ 
dß 
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Führt man nun hier versuchsweise ffir B^ den Ausdruck (113) 
ein, so zeigt sich, dass jene Form wirklich eine mögUche Lösung 
der vorliegenden Gleichung involvirt, denn indem ß aus der 
Gleichung ganz verschwindet, bleibt für K die Gleichung übrig, 
welche dasselbe als Function von a defmirt: 

= /(m« + «) (n'~+ «) . £ (/K + «) (n' + «) • ^) ~ -«T. 

Man vereinfacht diese Gleichung, indem man die im vorigen 
§ bereits benutzte Grösse 

« = I , = 2 log '--, jTT— ? — ^— — - 

J /(m* + cc) (n« + a) ^m* — n* 

statt a als Veränderliche einfuhrt. Denn da sonach 

da 



da = 



■ y{m' + a){n'+ a)' 

so gehl die obige Gleichung in die sehr einfache und bekannte 
Form über: 

eine Gleichung, welcher, wie man sich leicht überzeugt, genügt 
Mird durch die Annahme: 

vo M, N willkürliche Constanten bedeuten. 

Bezeichnet man nun durch c^,', a^' die Werthe^on «', welche 
den Werthen a^, a^ von a entsprechen, so kann man die Be- 
dingungsgleichung (114) auch in der Form darstellen: 

da "~ *' 

oder wenn man den Werth von K und die Werthe von a für 
beide Grenzcurven einsetzt: 

Me"*' — Ne """' = J 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich die Constanten M 
und A^; und zwar wird: 
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M X ^ 


- «.' ,- < 


e * 

TV X 


e " — e ' 


e ' 


/ ff 

«0 g «0 «I 



Setzt man dies in den Ausdruck von A^, so erhält man: 
Fuhrt man endlich für «', «,', «,,' ihre Werthe ein: 






so wird: 



„; -.= 2 log ^J!?l+^+£2l±f. 









e ' 



e"'-"» 



ym* + a, + y^^ + «1 ^ 



/m* + a, + yn' + cc,^ 
und endlich, nach einigen kleinen Reductionen: 

Setzt man also 



so ist allen Bedingungen der Aufgabe genügt. Man kann zu diesem 
Werthe noch eine willkürliche Constante addiren, welche aber, 
da B^^ wie Sl nur in fv, und dort mit der willkürlichen Constante 
c verbunden, auftritt, auch ausgelassen werden kann, ohne die 
Allgemeinheit zu beeinträchtigen. 



^''■• 
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Bilden ^ir jetzt das Integral 

von dessen Kenntniss die Bestimmung des Torsionswinkels abhängt. 

Um den Werth dieses Integrals zu finden, integrire ich den ersten 

Theil, nachdem das Rechteck dx dy an die Steile von dq gesetzt 

ist, über einen der FAxe parallelen Streifen von der Breite dx, 

dessen Endpunkte, so wie die ihnen entsprechenden Functions- 

werthe durch die Indices 1,0 bezeichnet sein sollen, wenn der 

Streifen die ^Fläche nur einfach durchschneidet, durchschneidet 

er aber die ringförmige Fläche zweimal, so mögen die Endpunkte 

des einen Theils durch 0',0 die des andern durch l,l' bezeichnet 

sein, so dass die Punkte 1,0 stets der äussern, i',0' dem innern 

Rande angehören. Für die Streifen der ersten Art giebt dann 

das Integral des ersten Gliedes von B^x 



J\{^ ^o), - (^ ^o)o! d^» 



lind dies Integral bezieht sich dann noch auf alle Streifen, welche 
die Fläche nur einmal schneiden. Die Streifen andrer Art hin- 
gegen geben 

j\{xB,\^{xB,\' + {xB,)^ - [xB,)}^dx. 

Nehmen wir das erste und vierte Glied mit dem vorigen In- 
tegral zusammen, so kann man schreiben: 

jjx '^^dxdy--^j\{xB,)—[xB,)^ dx-j\(xB,),'-[xB,)j\ dx 

WO sich das erste Integral jetzt auf die Endpunklspaare sämmt- 
lieber Streifen bezieht, welche sich der FAxe parallel durch die 
äussere, das zweite auf sämmtliche Streifen, welche sich durch 
die innere Ellipse legen lassen. 

Sind nun ds^ , ds^ Elemente, in denen ein Streifen die äussere 
Ellipse schneidet, p^, p^ die Winkel ihrer nach aussen gerichteten 
Normalen gegeji die Axen, sind ebenso ds^, ds^' die entsprechenden 
Elemente der innern Ellipse, p/, p^^' die Winkel ihrer ins Innere 
des Körpers gerichteten Normalen gegen die ZAxe, so hat man, 
wie immer: 

dx = ds^ sinp^ = — ds^ sinp^ 
dx' = ds^ sin p^ = — ds^ sinp^l. 



^m 



* > . 
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und daher, wenn man die Integrale nicht mehr auf die stomt- 
lichen Streifen, sondern auf alle Bogenelemente der betreffenden 
Ellipsen ausdehnt: 

I I oc -^ doc dy = I ^ ^0 sinpds — h'c B^^ sinp' ds\ 

wo ds, ds jetzt als Repräsentanten respective von J^,, ds^^ und 
von ds^, ds^ gesetzt sind. 
Ganz ebenso wird 

I ly —^ dxdy = I y ^0 (^ospds — j y B^ cos p ds; 

und also endlich: 

/ == I Bq [x smp — y cos p)ds — j B^ [x sin/?' — y cosp) ds. 

Gehen wir nun auf die Formeln (104), (106) des § 33 zurück. 
Da das Element ds einer Ellipse angehörtt auf welcher a einen 
Constanten Werth hat, so ist nach (104), indem da gleich Null 
wird, das Bogenelement. 

ds = dß i/B, 

wo nur im ersten Integral a, für a . im zw eiten a^ für a zu setzen 
ist. Nehnen wir aus (106) die Werthe von cos/?, sinjo hinzu, so 
wird der erste Theil von /: 

Jb^ {x sinp — y cosp) ds = J B^j/ - (^ £ — ^ ^) ^ß> 

darin « = a, gesetzt; der zweite Theil nimmt dieselbe Form 
an, und es ist nur a == ofy zu setzen. 

Die Integrale sind über alle Werthe auszudehnei) , welche ß 
annehmen kann, d. h. über alle Ellipsenelemente die durch die 
verschiedenen möglichen Hyperbeln abgeschnitten werden. In- 
zwischen schneiden schon einen einzigen Quadranten der Ellipse 
sämmtliche Hyperbeln; ertheilt man daher der Grösse ß alle ihr 
zukommenden Werthe (nach § 34 zwischen — m* und — w* be- 
findlich), so erhält man das Integral nur über einen Quadranten 
ausgedehnt, und man müss also das Integral rechts, nachdem man 
die Grenzen — w*, — n' eingeführt hat, noch mit 4 muWpHciren 
um alle Quadranten der Ellipse zu berücksichtigen. Führt man 
zugleich den Werth von B^,, und aus (108) und den folgenden 



■ ■> 
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Gleichungen die Werthe von ar, y, A, ß ein. so erhalt man end- 
\\^v folgendes Integral: 

wo (Ä"),, [K\ die Werthe der Function A' für « = «, und €^ = «0 
bedeuten. Nun findet sich aus (115) 

und zugleich \nrd, wenn man 

j5 = — m* cos'g? — w* sin*g? 
J^etzt: 

h/— (m* + jS) (n« + ß) dß — = 2 (m* — w«)* /sin» g? cos» 9 f/<p 

— m* o 

_ (m' — «')' « 

~" 8 

SO dass endlich 

8 {j/m'-+ a, +l/J^+iif + (/m» + a„ + /n»+«/ ' 

Die Trägheitsmomente k^g, x^q erhält man leicht, wenn man 
sie als die Differenzen der Trägheitsmomente voller Ellipsen be- 
trachtet. Da wie oben erwähnt wurde, für eine volle Ellipse von 

den Axen m, n die Grössen X, x die Werthe — , -— haben, so 
sind die Trägheitsmomente A»g und x»g: 



7t, —-—Tt; 



4 ' 4 
in dem vorliegenden Fall also, wo die Axen der äussern Ellipse 

/m» + «1» y^*^ + «,, die der Innern j/m» + «o> V^* + *^o ^^"^'» 
hat man als Differenz der entsprechenden Trägheitsmomente: 

xv = f {vw+<)^ yn'~+^ — i/(m»+ ccS y^^T^o}* 

Welches dann die Trägheitsmomente der Ringfigur sind. 

Nehmen wir alles zusammen , so drückt sich der Torsions- 
Hinkel g> durch das Drehungsmoment C mittels folgender For- 
mel aus: 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 9 
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2{l + (i) C'l 



' '•' .{,..+.■,,-/(« ^3 _/^).,j 



« 8 (1 + (») CZ 



WO der Kürze wegen m^ w, für die Axen der äussern, m^,, n^ für 
die der innern Ellipse gesetzt sind, so dass: 



m^ — j/m* + cc^ 


n, — ]/n^ + a, 


m^ — Vm^ + «0 


% — V^* + S- 



§ 36. üntennohiing des Elasticitatsellipsoides. 

Es sollen jetzt die Spannungen näher untersucht werden, 
weiche im Innern der bisher betrachteten Körper herrschen. Gehen 
wir zu diesem Zweck auf die Untersuchungen des § 6 zurück, 
welche an das Elasticitätsellipsoid anknüpfen. Wenn wir für irgend 
einen Punkt des Körpers die Richtung und Grösse der Hauptspannun- 
gen suchen, so wird die letztere aus der cubischen Gleichung (7) be- 
stimmt, die zugehörigen Richtungen aber ergeben sich aus den For- 
meln (8). Inzwischen tritt in dem vorliegenden Falle die besondere 
Vereinfachung auf, dass für jeden Punkt die Spannungen f,j, /,,, t^^ 
verschwinden. Hierdurch reducirt sich die cubische Gleichung auf: 

r» - t,, T' - {t\, + t\,) r = 0. 

Dieselbe enthält, wie man sieht, den Factor T, also die Wur- 
zel r == 0, welche den a. a. 0. eingeführten Rezeichnungen ge- 
mäss durch r'" bezeichnet sein mag. Es tritt also hier der im 
§ 9 behandelte besondere Fall ein, in welchem durch das Ver- 
'schwinden einer Axe das Elasticitätsellipsoid sich auf 
eine Ellipse reducirt. Die Ebene dieser Ellipse, oder viel- 
mehr die Richtung der Normale dieser Ebene findet man aus (8), 
indem man darin den Werth T ±= T'" = einführt. Die zuge- 
hörigen Werthe von p, q, r seien p\ q'\ r" \ dann ist zunächst 

"% cosr" = 0, 

d. h. die Normale der Ebene steht auf der ZAxe senkrecht, die 
Ebene der Ellipse geht der Axe desGyUnders parallel. Da cos/''=o, 
so ist cosg'" = sin/?'", und (/>'" — 90") bezeichnet den Winkel, 
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welchen die Ebene der Ellipse gegen die Z2 Ebene bildet. Die 
übrig bleibenden Gleichungen (8) werden sonach: 

m cos'p = — r, 



ts 

I 

18 
'l8 •J8' 

Gleichungen, welche man in die eine Gleichung 



. 1 //r .• 

m siirp = — Tjj '-. 
m sinp cosp = t.^ L 



tgp = — f 

•je 8 

zusammenfassen kann. Demnach ist auch 

tg {p"' - 90») = *f. 

*18 

Diese Formel, welche den Winkel der Ellipsenebene gegen 
die ^ZEbene bestimmt, ist einer sehr einfachen geometrischen 
Deutung fähig. Trägt man von dem betrachteten Punkte aus die 
Kräfte Z^,, /,, in ihrer eignen Richtung an, d. h. parallel der 

I und FAxe, so bildet die Resultirende y?^r^~^3 beider 
Kräfte den Winkel p" — 90° gegen die XX\e; die Ebene der 
Ellipse ist also durch diese Resultirende und die Richtung der 
Cylinderaxe bestimmt. 

Die beiden andern Hauplspannungen T\ T" sind nun noch 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung 



so dass 



yt 


II 


'ja 
2 

<., 
2 


T 

+ 




+ 


'„*) 




0, 


r 


+ 


'«* 


+ 


4 


r" 


/'..• 


+ 


'„' 


+ 


4 



Man bemerkt zunächst, dass diese beiden Grössen immer entr 
gegengesetztes Zeichen haben, weil die Wurzelgrösse grösser ist 

als der absolute Werth von — , und somit das Vorzeichen der 

2 

Wurzel immer das Zeichen der Hauptspannung bestimmt. Es 

findet sonach immer in einer Hauptrichtung ein Zug (T\ in der 

andern ein Druck {T") statt. Ist t^^ positiv, d. h. wird die Hi- 

trachtete Stelle in der Längsrichtung gezogen, so ist immer die 

positive Wurzel grösser, und also die grösste Hauptspannung 

ebenfalls eine Zugkraft; ist hingegen /„ negativ, also die be- 

9* 
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trachtete Stelle in der Längsrichtung gedrückt,- so ist die negativ« 
Wurzel die grössere, die grösste Hauptspannung wird ein Druck 
im ersten Fall ist der Körper an der betrachteten Stelle der Gefahi 
des Zerreissens, in^. zweiten Fall der Gefahr des Zerdrücken! 
ausgesetzt. 

Bestimmen wir Jetzt die Richtungen von T' und r". Au 
(8) fliessen, wenn T nicht Null ist, mit Hülfe der quadratische] 
Gleichung für T die Formeln: 

mcos*p=r* — r/g3 — i^^z=t^^\ mcosqcosr = i^^ T 
mcos^q=T^ — Ti^^ — t^^^=t^^^; mcosr cosp = ti^ T 
m cos^ r = T^; mcospcosg ^= ^^^ i^^. 

Aus der ersten Gleichung folgt, da die Summe der Cdsinus- 
quadrate 1 ist, 

und sämmtliche obigen Gleichungen werden befriedigt, wenn 
man setzt: 



cosp = 



cosg 



cosr 






23 



T 

»2 



Diese Gleichungen bestimmen die Richtungen von T' oder 
T'\ jenachdem man darin eine oder die andere dieser Grössen 
an Stelle von T einführt. Sie sind ebenfalls einer einfachen 
geometrischen Deutung fähig. Denkt man sich neben den oben 
bereits verwendeten Kräften ^,3, ^^3 auch noch die betreffende 
Spannung T, und zwar letztere in Richtung der ZAxe aufgetragen, 
und setzt diese drei Kräfte zu einer einzigen Resultirenden zu- 
sammen, so giebt die Richtung derselben die Richtung von 
T an. In der That wird die Grösse jener Resultirenden 



^ = A3' + hz + T\ 
und da ^^g, /g,, T die Projectionen dieser Resultirenden auf die 
Cb^ordinatenaxen sind, so werden die Cosinus ihrer Richtung 
gegen die Axen: 



<.3 


'« 


T 
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m 


m 
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d. b., uacti den obigen Fornieki, es bildet die Resiiltirende die 
Winkel p, q, r gegen die Axen, und bezeicbnet also die Richtung 
der Kraft T. 

Die beiden Spannnngen 7', T" bezeichnen durch Grösse und 
Rirhtung zugleich die Hauptaxen der Ellipse, in nelche das Elasti- 
dtäteelUpsoid übergeht, wodurch die Ellipse denn vollständig be- 
sünimt ist. Man fasst aber die obigen zu ihrer Berechnung ge- 
gebene!) Formeln leicht in die folgende Construction zusammen, 
welche sich ohne Hübe beweisen lässt: 

Durch den befrachteten Punkt ziehe man drei 
Gerade den Coordinatenaicn parallel, und 
schneide auf denselben die Strecken OX =: f,„ 
07 T=t„, 0Z = (j, ab, so dass diese Strecken der 
Grösse und Richtung nach die auf den Quer- 
schnitt wirkenden Spannungscomponenten re- 
präsentiren. Man setze dann aus OA'und OFdie 
ßesultirende OE zusammen, und beschreibe in 
der Ebene i'OZ von der __ 

Mitte M der Strecke 
OZ als Mittelpunkt 
einen Kreis, welcher 
durch E gebt. Er 
schneidet auf der ZA xe 
dieStreckenO^O^ab; 
dieseStreckenstellen 
dieGrössenderHaupl- -^ 

Spannungen dar, und zwar die nach der po- 
sitiren Richtung der ZAxe liegende Strecke 
einen Zug, die entgegengesetzt liegende einen 
Druck. In A, B ziehe man Tangenten an den 
Kreis, welche eine durch E parallel der ZAxe 
gelegte Gerade in C und D treffe. Es giebt 
dann 0(7 die Richtung derjenigen Hauptspaniiung 
an, deren Grösse Od ist, OD die Richtung der- 
jenigen,, deren Grösse OB ist. Trägt man auf 
jenen Richtungen diese Grössen auf, so bilden 
die erhaltenen Strecken der Grösse und Rich- 
tung nach die Hauptaxen der Ellipse, in welche 
das Blasticitätsellipsoid übergeht. 
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Bemerkenswerth ist der Fall, wo die Componente i^^ ver- 
schwindet, wo also an der betrachteten Stelle keine Längsspannung 
existirt. Alsdann faUt und Z mit M zusammen: die Haupt- 
spannungen, Druck und Zug werden dann gleich, und die Ellipse 
geht in einen Kreis über. Da 

Un = JS{a + a^x + a^y) +z(b^x + b^ y), 

so liegen alle Punkte, für welche dies eintritt, auf der Fläche 
zweiter Ordnung 

[a + a^ X + a^y) -f- z[b^x + \y) = 0. 
Bemerken wir, dass diese Gleichung in die einer Ebene über- 
geht, wenn man z constant setzt; mit andern Worten: jeder 
Querschnitt {z = Const.) schneidet diese Fläche in einer Geraden, 
durch welche eben auch jene Ebene hindurchgeht. Die Fläche 
ist sonach ein hybcrbolisches Paraboloid, dessen Erzeugende den 
Querschnitten parallel, oder senkrecht zur Cylinderaxe sind. Nur 
wenn Torsion allein auftritt, wo ^33 absolut Null ist, haben nicht 
Punkte einer bestimmten Fläche, sondern alle Punkte des Körpers 
jene Eigenschaft. Bei blosser Ausdehnung hingegen, wo i^^ con- 
stant wird, kommen Punkte solcher Art überhaupt nicht vor. 

§ 37. Grensen for die Grösse der äussern Kräfte. 
Die grösste Spannung in jedem Punkte wird, wie man sieht, 



U 



t 



durch die Summe der absoluten Werlhe von hl und y ti^^+ tt^+ '^ 

dargestellt. Um nun die Grenzen festzustellen, innerhalb deren 
die äussern Kräfte bleiben müssen, hat man nur den grössten 
Werth festzustellen, welchen diese Summe annehmen kann, und 
dafür zu sorgen, dass dieser grösste Werth die vorgeschriebene 
Maximalspannung, welche durch T bezeichnet sein mag nid 
überschreite. Was nun die am stärksten angegriffene Stelle be 
trifft, so ist wenigstens das eine leicht zu übersehen, dass näm 
lieh dieselbe nur in einem der Endquerschnitte liegen kann. Dies 
folgt daraus, dass f^,, t^^ die Coordinate z überhaupt nicht ent 
halten, t^^ aber nur in der ersten Potenz. Längs jeder einzelne 
Faser tritt also der grösste Werth jener Summe ein, wo f^g seine 



grössten Werth annimmt; indess da t^^ von der Form p + qz\sM^, 
kann dies nur bei dem grössten oder kleinsten Werthe von a^ 
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eintreten, 4. h. in dnem der Endquerschnitte. Die am stärksten 
angegriffene Stelle liegt daher jedenfalls in einer der Endflächen ; 
wo sie aber in derselben liegt, hangt noch von der Function Sl, 
also von der Gestalt des Querschnitts ab. 

Nur diejenigen Fälle machen eine Ausnahme, wo b^ und b^ 
verschwinden; dies tritt immer dann ein, wenn Ä und B ver- 
schwinden, wenn also die Resultirende der äussern Kräfte auf 
die freie Endfläche senkrecht wirkt. In diesem Fall, weicher noch 
Ausdehnung, Torsion und Biegung durch blosse Kräftepaare um- 
fassen kann, ergiebt sich ^3,^ als unabhängig von z. Es wird also 
dann jede Faser in ihrer ganzen Länge gleichförmig gespannt, 
und man kann zwar noch von einer am stärksten gespannten 
Faser, nicht aber von einer am stärksten angegriffenen Stelle 
sprechen. Die Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze ist alsdann 
für alle Punkte der am stärksten gespannten Faser gleich* wahr- 
scheinlich. 

Mit dem Umstände, dass nur ^33 die Coordinate z enthält, 
hängt aufs genaueste zusammen, dass nur in den Ausdrücken von 
^33 die Länge / des Stabes auftritt. Ja, nur die von der Biegung 
durch Kräfte herrührenden Theiie dieser Spannung enthalten 
die Grösse /; so tntt sie in den Formeln (89) auf, wo man sofort 
erkennt, dass bei z = der gefährliche Querschnitt eintritt. Nun 
ist aber im Allgemeinen / sehr gross gegen die Querdimensionen, 
von denen die andern Spannungen allein abhängen. Also ist 
jedenfalls bei solcher Biegung ^-3 vorherrschend; bei der Aus- 
dehnung tritt es vollends allein auf. Ist also nur das Torsions- 
moment C nicht überwiegend gross, oder findet etwa Biegung 
hauptsächliche durch Kräftepaare statt, sind also die Drehungs- 
momente nicht sehr gross gegen die senkrecht gegen die Stabaxe 
wirkenden Kräfte, so überwiegt wenigstens in den äussern Fasern 
des geflihrlichen Querschnitts ^33 so bedeutend, dass man die 
Hauptspannung Tin diesen Punkten mit grosser Annäherung durch 
^33 ersetzen kann. Und alsdann ist es sehr leicht, die Lage der 
am stärksten angegriffenen Stelle zu bestimmen. 

Man erhält nämlich dann aus den allgemeinen Formeln (65), 
wenn man darin nur b verschwinden lässt, die übrigen Constan- 
ten aber durch die äussern Kräfte ausdrückt: 
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(-¥+$)+'(^+f) 



(116). . i,„ = ^ 

Ich werde nur den besonderen Fall betrachten, wo die 
Kräfte A, B, C am Schwerpunkte der freien Endfläche wirken, 
ohne dass Kräftepaare hinzutreten, obgleich der allgemeine Fall ganz 
ebenso behandelt werden kann.Unter dieser Voraussetzung ist: 

^ = J /, ^ == — ^ /, und 



»83 



«-('-') (7 + ?=) 



9 

Die am stärksten angegriffene Stelle tritt nach dem obigen 

entweder bei z=l oder bei z=0 ein. Aber man sieht leicht, dass 

sie in der That bei z=:0 eintritt. Denn im Querschnitt z = l 

C 
ist überall ^33 = — , für 2: = aber 



Q 



'33 — 



-i^^^) 



Denkt man sich nun den Querschnitt durch die Gerade 

Äx ^ By ^ 
— 4- — ^ = 

in zwei Theile zerlegt, so ist zu einer Seite derselben offenbar 

Ax Bti 

~Tr + ~T positiv, auf der andern negativ. Auf derjenigen Seite 

also, wo das Zeichen dieser Grösse dem von C entgegengesetzt 

Q 

ist, wird der absolute Werth von L, den Werth — übertreffen, 

und also kann die grösste Spannung bei 2; ;= / nicht eintreten. 

Um nun in dem Querschnitt 2; = die am stärksten gespannte 

Faser zu finden, muss man diejenigen Punkte suchen, für welche 

Ax Bv 

-'g- H f möglichst gross ist, und die Spannungen in solchen 

Punkten vergleichen. Und dies kommt offenbar mit folgender 
Regel überein; 
Man ziehe an den festgelegten Querschnitt Tangenten, 

Ax Bv 
welche der Linie -=- H ^ = parallel sind 
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und vergleiche die Spannungen in den Berüh- 
rungspunkten; diejenige Stelle, welche von 
diesen die grösste Spannung besitzt, ist die am 
meisten gespannte (resp. gedrückte) Stelle des 
Körpers; die in ihr herrschende Spannung giebt 
also an, wie stark der Körper in Anspruch ge- 
nommen sei. 

Auch in demjenigen Falle \\ird die Aufgabe verhältniss- 
massig einfach, wenn Torsion allein auftritt. 

Dann handelt es sich nun um Aufsuchung der am stärksten 
angegriffenen Faser, d. h. um Aufsuchung des Maximums von 

^0 unter dem Wurzelzeichen nur x und y vorkommen. Wenden 
^^ir als Beispiel etwa den oben behandelten Fall eines tordirten 
c'lipUscIien Cylinders an. Nach den Formeln p. 111, oben, hat man 

Aus der Form dieses Ausdrucks erkennt man , dass die Span- 
nung wächst, wenn man x und y zugleich in gleichem Verhält- 
iiiss wachsen lässt, d. h. wenn man sich vom Mittelpunkt in ge- 
rader Linie gegen die Peripherie bewegt. Die am stärksten an- 
gegriffene Faser liegt also jedenfalls auf der Peripherie. Für die 
1^11 nkte derselben aber kann man nach einer bekannten Eigen- 
schaft der Ellipse setzen: 

AT = m cos 97, z = n sing?; 
daher Ist nur das Maximum von 

Ä?* y* cos* q> sin* q> 

m n* m n 

zu suchen. Die Differentiation inzwischen giebt: 

cos 9 . sing) = 0, 

^- h. die gesuchte Faser liegt am Endpunkte der grossen Axe 
(sin g>=o) oder der kleinen Axe {cosq> = 0). Nun wird im ersten 

Fall der Werth des differenzirten Ausdrucks — = , im anderen 

nr 
1 

^ 9 mithin am grössten im letzten Falle, da m > w vorausge- 
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setzt wurde. Die grösste Spannung findet also am Ende der klei- 
nen Axe der Ellipse statt, und sie hat daselbst den Werth 

2 (f m 

O 9 

vrq 

SO dass der ganze Stab gesichert ist, sobald diese Grösse die 
vorgesetzte Spannung nicht überschreitet. 

Bei der Angabe der Maximalspanhung ist im Vorigen nicht 
darauf Rucksicht genommen worden , ob dieselbe positiv oder ne- 
gativ sei. In der That bringt nach den angewandten Principien 
und innerhalb der aufrecht erhaltenen Grenzen dieselbe Rrafl 
dieselbe Verschiebung hervor, gleichviel ob dabei Compression 
oder Ausdehnung stattfindet. Dies ist nicht mehr der Fall, wenn 
man sich der Elasticitätsgrenze nähert oder dieselbe gar über- 
schreitet. Aber da überhaupt in Wirklichkeit diese Grenze ohne 
Gefahr bei weitem nicht erreicht werden darf, so wird auch die 
Maximalspannung, welche den Umständen nach gestattet ist, immer 
unterhalb des Gebiets liegen, innerhalb dessen ein Unterschied in der 
quantitativen Wirkung von Zugkräften und Druckkräften merkbar 
wird. Freilich kann man dann nicht mehr die sogenann- 
ten Festigkeits- oder Tragmoduln als Maass für erlaubte Span- 
nungen benützen, Zahlen, welche ausdrückUch Spannungen ent- 
sprechen, die über die erlaubten Grenzen hinaus liegen. Da 
diese Spannungen selbstverständlich nicht erreicht werden dür- 
fen, so hat man wohl gewisse erfahrungsmässige Bruchtheile 
derselben festgesetzt, und die erlaubte Maximalspannung durch 
sie ausgedrückt. Aber indem man so eine Reihe von Zahlen 
eingeführt hat, deren einige in der That mit dem wirkliche 
Sachverhalt in losem oder gar keinem Zusammenhang stehen 
ist nur die Anzahl der nothwendigen Angaben gehäuft, dene 
man durch Anwendung einer einzigen, wesentlichen Zahl ent 
gehen kann. Denkt man sich für jedes bestimmte Material ein 
gewisse Maximalspannung erfahrungsmässig festgesetzt, welche ohn 
Nachtheil nicht überschritten werden darf, so ergiebt sich Ai^^m 
engen Grenzen wegen, in welche die Verschiebungen ohnehin einges- 
schlössen sein müssen, dass diese Zahl für Druck und Zug mjkr 
dieselbe sein kann. Von dieser Anschauung ist im Vorigen Ge- 
brauch gemacht, und dieselbe wird auch im Folgenden stets fest- 
gehalten werden. 
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§ Sa Vergleiohung mit der gewöhnlichen Theorie. Omnd- 

lagen für weitere Anwendungen. 

Die Grundvorstellungen, von welchen man in der gewöhn- 
lichen Theorie ausgeht, wie sie in der Technik üblich ist, sind 
wesentlich andere als diejenigen, avif welche die vorliegenden Un- 
tersuchungen gefuhrt haben. Wenn daher auch die Resultate 
grösstentheils . in bemerkenswerther Uebereinstimmung sind , so 
muss es dennoch als ein wesentlicher Gewinn angesehen werden, 
wenn diese Resultate aus einer Theorie hervorgehen, welche in 
keinem ihrer Punkte gegen die Möglichkeit verstösst, welche je- 
des Problem annähernd auf eines zurjickführt, das zwar mit 
dem gegebenen ^vieUeicht nicht völlig übereinstimmt, welches 
aber dennoch in sich völlig klar ist, und keinerlei Widersprüche 
in sich trägt. 

Dies bezieht sich namentlich auf die Biegungstheorie. In 
derselben geht man von der Grundvorstellung aus, dass es er- 
laubt sei, nach der Verschiebung jeden ursprünglich ebenen Quer- 
schnitt noch als eben zu betrachten, sowie dass dieser Querschnitt 
auch die gebogenen Fasern noch immer normal durclischneide. 
Die vorliegende Theorie zeigt, dass beide Voraussetzungen in 
Wirklichkeit bei w eitem nicht zutreffen. Ja die unmittelbare Ueber- 
legung zeigt, dass ein solcher Zustand die Abwesenheit der Sei- 
tenspannungen t^^, i^^ nach sich ziehen würde, eine VorsteUung, 
welche mit der Existenz einer am Ende parallel dem letzten 
Querschnitte wirkenden Kraft schlechterdings nicht zu vereinigen 
ist. Aber in der That trägt jene Theorie den Stempel der ün- 
voUkommenheit von vorn herein an sich. Denn indem man das 
Gleichgewicht eines Stabtheils untersucht, welcher von einem 
beliebigen und dem freien Endquerschnitte begrenzt wird, erhält 
man nach jener Theorie eine Gleichung, welche die wesentliche 
Grundlage derselben bildet, und welche aussagt, dass der be- 
trachtete Theil des Körpers um den Schwerpunkt jenes beliebigen 
Querschnitts nicht gedreht wird. Aber bekanntlich sind es, selbst 
eine Symmetrie gegen die Biegungsebene vorausgesetzt , immer noch 
drei Gleichungen, welche das äussere Gleichgewicht eines Kör- 
pers erfordert. Zwei von diesen waren von vorn herein vernach- 
lässigt. 
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üni diesem üebeistande einiger inaasseir zu begegnen, iiess 
man die ursprüngliche Ansicht fallen, dass bei einer Biegung durch 
eine im freien Querschnitt ihm parallel nvirkende Kraft die 
Schwerpunktslinie weder Ausdehnung noch Zusammenziehung er- 
fahre. Man unterschied zmschen der Schwerpunktslinie, und einer 
sogenannten neutralen Linie, welche alle diejenigen Punkte mit 
einander verband, in denen keine Spannung auftrat — keine 
Längsspannung, denn die andern Spannungen sind ohnedies für 
jene Theorie nicht vorhanden. Durch die Einführung dieser 
Linie gelang es, eine zweite jener Gleichgewichtsbedingungen zu 
befriedigen; nur eine noch blieb unerfüllt. 

Die vorliegende strenge Theorie zeigt, dass die Trennung 
der neutralen Linie von der Schwerpunktslinie unstatthaft ist. 
Man hat gesehen, dass die Punkte gleicher Längsspannuiig, wenn 
die angreifende Kraft einer Hauptaxe des Querschnitts parallel 
ist, hyperbolische Cylinder bilden, deren gemeinsame Asympto- 
tenebenen die Orte ohne Längsspannung enthalten. Die Ebenen 
sind die freie Endfläche und diejenige Ebene, welche durch die 
Schwerpunktslinic und die zweite Hauptaxe gelegt ist. So fallt 
die neutrale Linie, oder besser Fläche , zusammen mit der durch 
die Schwerpunktslinic gelegten Ebene, welche gegen die Bie- 
gungsebene senkrecht ist. 

Es Ist sehr bemerkenswerth , dass jene ursprünglichen Glef- 
chungen, welche aus der Betrachtung der Drehungsmomente flössen, 
in der vorliegenden Theorie wiederkehren. Ich meine die Glei- 
chungen (63"), welche nach Einführung der Werthe (86) für 
ä(, a,, &j, &2 folgende Ausdrücke annehmen: 

EX^q,^^,= B^ -- Az 

Et? q, Ö-2 = —^ — ^«• 

Die rechten Theile stellen hier nichts anders dar, als dia- 
Drehungsmomente der gegebenen Kräfte in Bezug auf die Haupt— 
axen des Querschnitts, welcher sich in der Entfernung z von. 
dem festgelegten Ende befmdet. Um dies einzusehen, denke 
man sich alle X und FComponenlen der gegebenen Kräfte gleich 
und zugleich entgegengesetzt hn Anfangspunkte angetragen. Die 
ZComponenten haben die Summe A, die FComponenten die 
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Summe B; und diese in den Anfangspunkt übertragenen Kräfte 
geben in Bezug auf die, den ^FAxen parallel durch den Scliwer- 
punkt des Querschnitts z gelegten Axen die Drehungsmomente 
— Az, + Bz, Zugleich bilden die entgegengesetzt eingeführten 
Kräfte mit den gegebenen Kräftepaare , deren Momente in Bezug 
auf jene Axen B' und J! sind. So stellt ff — Az das Drehungs- 
moment um die der X parallele Axe dar, A[ + Bz das Moment um 
die der T parallele Axe. Die letztere erscheint oben mit ent- 
gegengesetztem Zeichen. Beide Momente aber werden positiv, 
wenn man dieselben nicht in dem früher festgestellten Sinn be- 
rechnet, sondern so, dass ein Moment als positiv gilt, wenn die 
ihm entsprechende Drehung bestrebt ist, die Lage der Längsaxe 
durch 90*^ in die Lage einer der andern positiven Axen überzu- 
führen. 

Nennen wir die Momente, in diesem Sinn gezählt, M und N, 
so werden die obigen Gleichungen : 



(117) 



I 






In diesen Gleichungen bezeichnen ferner ^ > ö-? die reci- 

proken Krümmungsradien« welche die Projectionen der gebogenen 
Faser in den beiden Bieguugsebenen aufweisen. Denn streng ge- 
nommen zwar drücken sich diese Grössen aus durch: 

dz^ dz^ 



/■ + m /■ + m 



:3 



wo 



x' = X + u, y = y -^ V, z = z + w; 
aber da längs jeder Faser o: und ^ constant sind, so kann man, in- 
dem man z als die unabhängige Veränderliche betrachtet, setzen 

du * av 

dx' dz dy dz 

dz dw* dz 1 ;l ^^ 

^ + ä^ . . ^ di 
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oder indem man ^- gegen 1 vernachlässigt : 

oz 



du 


dy dv . 


dz' 


dz ~~ dz ' 


a'« 


d*y' a*r 


a«" 


dz* a«* ' 



= :^ : daher auch 



dx __ 
dz "" 
dV _ 

was endlich auch die Werthe der reciproken Krümmungshalb- 
messer angiebt, sobald man in den strengen Formeln die Quadrate 

der kleinen Grössen —r » -^r vernachlässigt. 

dz dz 

Die Gleichungen (117) sind zunächst nur für den Fall be- 
wiesen, wo constante Kräfte auf das freie Ende wirken. Es 
wird eine weitere Aufgabe der strengen Theorie sein, ähnliche 
Gleichungen für allgemeinere Fälle aufzustellen. Da dies inzwi- 
schen bisher nicht gelungen ist, so wird man einstweilen jener 
Gleichungen sich auch fortfahren zu bedienen, wenn das Innere 
des Körpers durch Kräfte ergriffen wird, oder wenn an verschie- 
denen Stellen des Körpers Einzelkräfte angreifen. Man wird sich 
aber dabei den Mangel an Strenge nicht verhehlen dürfen. In 
einem spätem Abschnitt wird sich zeigen, dass für sehr kleine 
Querschnitte dies Verfahren allerdings zulässig ist. 

Aber bemerken wir zugleich, dass bei der Bildung der Glei- 
chungen (117) ausdrücklich vorausgesetzt ist, es sei das Coordi- 
natensystem der Hauptaxen zu Grunde gelegt. In der gewöhnli- 
chen Theorie bedient man sich derselben für jedes beliebige durc 
den Schwerpunkt gelegte Axensystem, indem man dasselbe si 
einrichtet, dass nur um die eine Axe ein Drehungsmoment exis 
tirt, während dasselbe in Bezug auf die andre verschwindet. Sehe 
wir, wie dies Verfahren mit den Gleichungen (117) selbst in Wi — 
derspruch geräth, und demnach unhaltbar ist. 

Denken wir uns M und N als die Momente zweier Kräfte — 
paare, welche um die Axen der Y und X drehen. Nach dei:i 
bekannten Sätzen über die Kräftepaare kann man diese zu einem 
einzigen vereinigen; qoan trägt jedes Moment auf der Axe an, um 
welche es dreht (iV also , welches ursprünglich im negativen Sinne 
zu zählen war, nach der negativen Seite der -X'Axe), und verei- 
nigt diese Linien, als wären es Kräfte, von denen die Resulti- 
rende, durch Grösse und Lage, Moment und Axe des resultirenden 
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Paars darstellt. Sei M dies Moment, ^ sein Winkel gegen die 
FAxe, so dass 

M = M cos-O-, N ^=^ M siD'O'. 

Als Biegungsebene werde ich jetzt« eine solche durch 
die Längsaxe gelegte Ebene deflniren, dass die Projection jeder ge- 
gebenen Faser auf eine durch dieselbe Axe senkrecht zu jener 
gelegten Ebene geradlinig erscheint. Ist nur ein Moment JV um 
die JTAxe vorhanden, so ist die FZ Ebene Biegungsebene, ist 
hingegen nur ein Moment M um die FAxe da, so wird die 
ZZEbene Biegungsebene. Nach der gewöhnlichen Theorie müsste 
die Biegungsebene immer parallel der Ebene des resultirenden 
Rräftepaars sein. In Wirklichkeit ist dies, ausser in jenen bei- 
den einfachsten Fällen nur dann der Fall , wenn X = x. Zugleich 
existirt aber eine solche Ebene (d. h. sind die sämmtlichen ge- 
krümmten Fasern noch in Ebenen enthalten) überhaupt nur un- 
ter der Bedingung dass das Verhältniss — von z unabhängig, also 

der Winkel ^ constant sei; wie dies z. B. immer der Fall ist, 
wenn nur die Kräfte ^, ^ im Schwerpunkt der Endfläche wir- 
ken. Man hat dann 

M =:z A [l — z), N = B (l — z) 
ig ^ = -^^ M ^ R {l—z), ^ 

wo R =/5*~+~^ die resultu^ende Zugkraft angiebt ; der Win- 
kel des resultirenden Moments M gegen die FAxe ist identisch 
mit dem Winkel der aus B, A resultirenden Kraft gegen die 
ZAxe. 

Betrachten wir diesen letzten Fall genauer. Soll eine Bie- 
gungsebene existiren , und bilde dieselbe den Winkel a gegen die 
FZEbene, so zerlege man die Verschiebungen u, v eines Punkts 
statt nach der X FAxe nach denjenigen Geraden -X^', F', in welchen 
die Biegungsebene und die zu ihr senkrecht durch die ZAxe 
gelegte Ebene die ZFEbene durchschneiden. Die Verschiebungen 
eines Punkts nach diesen Richtungen sind dann : 

u •= u cosa -f- V sina 
v' = — u sina -j- v cosa; 
und aus den Gleichungen 



folgt: 



(118). 



E q 



— 144 — 



El* q -^ = R cos^ . (/ — z) 

dz 

E%* ^4-^ = n siii'O' .(/ — «) 

dz^ 



^u _ / cos'9' coscif sin-Ö" sina 



dz 

*>2 ' 



i ^ / cos'O'coscif . sin-o" sinaX „ , 



^ ^P ^ / cos-O" suia . sin^cosflfX „ , 



Der DefinitioD nach müssen nun die Projectionen der gebo- 
genen Fasern auf die zur Biegungsebeue senkrechte Ebene TZ 
stets gerade Linien sein, d. h. der reciproke Krümmungsradius 

^-5- diesen Projectionen muss verschwinden, oder es müss sein: 

OTT 

, . cos '9' sin er sin «d- cos er 



X« 



Denken wir uns jetzt mit den Axen l, x eine Ellipse con- 
struirt, deren Axenrichtungen mit den Hauptaxen zusammenfallen, 
und suchen den Punkt derselben, x,y, dessen Normale mit der 
^gungsebene parallel ist, so \iird: 

i' ^ x' 



dy ^ r 

dx y 



:= — ig a. 



X 

oder, wegen der Gleichung (119): 



d; h. der Radius vector des Punkts fällt in die resultirende Kral 

Die Normale der Biegungsebene ist also parallel der i 
Durchschnitt der Resuitirenden mit der Ellipse gezogenen Ta- 
gente, oder sie ist die conjugirte Richtung zu der Richtung d 
Resuitirenden, so dass man den Satz hat: ' 

Trägt man den Trägheitsradius jeder Haupta^sc: e 
senkrecht gegen dieselbe vom Schwerpunkt a ^s s 
an und construirt über diesen Strecken ai Js 
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Axen eine Ellipse, so ist die der resultirenden 
Kraft in Bezug auf dieselbe conjugirte Rich- 
tung die Normale der zugehörigen Biegungs- 
ebene. 

Man erkennt hieraus eine Reciprocität* zwischen der Rich- 
tung der Resultirenden und der Normale der Biegungsebene, ver- 
möge deren man beide mit einander vertauschen kann. Aber 
rechtwinkhg gegen einander können sie nur werden, und die 
Kraft demnach in der Biegungsebene nur liegen, sobald dieselbe 
tnit der Richtung einer der Haüptaxen zusammeiÜ&llt. 
Aus (119) folgt 

cos d" sin d" 

cos d = — ■ — , sin a = — . - , 

'^ncl hierdurch geht die erste Gleichung (118) über in die fol- 
gei:iae: 

(%^^^s « ^^ ^ /, N 1/ cos* -O- . sin* -Ö" 

Diese Gleichung giebt die Gestalt der auf die BiegungsebHie 

P'^ojicirten Faser. Aber| hier ist y —ri 1 ^ — nicht mehr 

^^^ reciproke Quadrat eines Trägheitsradius, wie dPe gewöhnliche 
* li^orie es verlangen würde. 

Man erkennt aus Allem die Noth wendigkeit , jede Biegung 
^ ■^ zwei Biegungen zu zerlegen, deren jede durch 
^ ** äfte hervorgerufen wird, welche einer Hauptaxe 
P^ rallel sind. 

In genauem Zusammenhang hiemit steht die Aufsuchung der 
^*^ meisten gespannten Faser. Nach dem Vorigen tritt sie auf, 
^^^ '33 seinen grössten Werth hat, indem die Seitenspannungen 
^gegen zurücktreten. Aber der Ausdruck von /j,: 

/„ = je: (a + flj r + «2 y) + jE:z [\ x -^ h^y) 
'^sst sich nach den eben und früher angeführten Bezeichnungen 
^*^ die Gestalt kleiden: 

(121) <« = -?- 



xM y N 



q l^ q %^ q 

Clebsch, Theorie elast. Körper. |0 
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so dass der grösste Wertli, den dieser Ausdruck annehmen kann, 
über die am stärksten angegriffene Faser entscheidet, ist wieder 

i|(f=^(/— z), N=^B{l — z), 

so war im vorigen § gezeigt, dass der gefährliche Querschnitt 
der festgelegte war,* und dass die Faser der grössten Spannung 
gefunden wurde, wenn man an den Querschnitt eine Tangente 
legte parallel der Geraden: 

. ^ % _ 

. X' ^ K^ ~ 

Da nun Am=: R cosd-, B ^^=^ R sin«^ gesetzt war, so giebt 
dies auch 

X cos '9' . y sm%^ ^ 

oder im Vergleich mit (119) i 

X . 

-^ = — tq a. 

y . . 

Diese Gerade ist also keine andre als die Normale 
der Bieg.uiigsebene. 

Ich erinnere noch daran, dass man in der gewöhnlichen 
TJiporie die Tangente der Schwerpunktslinie im festgelegten Quer- 
schnitt der ursprünglichen Längsaxe parallel annimmt. Dies ist 
hier nicht strenge der Fall, denn man erhält aus (72). 

= (f) ■ (?) = c#) ■ 

\dx/o \dz/o \oyjo 

Indess kann man sich über diiß Vernachlässigung dieser 
Grössen aus dem schon oft angeführten Grunde beruhigen, dass 
diese Grössen wieder von der Länge des Stabes unabhängig, nur 
von der Ordnung der Querdimensionen, und deswegen ge- 
gen die übrigen eintretenden Verschiebungen verhältnissmässig^ 
klein sind. 

Ungünstiger erscheint die ganze Theorie, sowohl die strengere 

als die angenäherte, der Torsion gegenüber. Es liegt dies t 

der Natur der Sache. Wo, wie hier, Alles von der Ordnung de 

Querdimensiohen wird, kommt es offenbar viel mehr auf die ge — 

naue Bestimmung der Verschiebungen an, welche im Innern de:M' 

Querschnitte vor. sich gehen. Dass die gewöhnliche Formel ivLwr 

E 
das Torsionsmoment, welchie dasselbe gleich , , \ geben würd^^ 

2. (i + Vn 
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multiplicirt mit dem Drehungswinkel, dividirt durch die Länge, 
und multiplicirt mit dem Trägheitsmoment des Querschnitts in 
Bezug^uf die Längsaxe — dass diese Formel strenge genommen 
nur für den Kreis ausreicht, ist oben bereits erwähnt. Man 
wird daher, wenn der Querschnitt von dieser Form wesentlich 
abweicht, wiridich auf die Aufsuchung der Function B^ eingehen, 
und somit die Torsion völlig der strengen Theorie überweisen 
müssen. 

Aber nicht übergehen kann ich einen Punkt, welcher die 
gewöhnliche Theorie der Torsion auf das seltsamste zu entstellen 
pflegt, ich meine die abenteuerliche Ableitung der Torsionsfor- 
mel aus der Vorstellung, dass die Fasern bei der Drehung Längs- 
spannungen erfahren, wie man dies in einigen Lehrbüchern fin- 
det. Untersucht man jene Ableitung genauer, so findet sich, dass 
ganz der Erfahrung gemäss diese Längsspannung eine Grösse 
höherer Ordnung sei — natürlich, da es bekanntlich keiner Zug- 
kraft bedarf, um ein tordirtes Prisma unverkürzt zu erhalten. 
Aber es ist dies nicht der einzige Fall, wo der Mangel einer 
klaren Vorstellung über die verschiedenen Ordnungen sehr kleiner 
Grössen, die in der* Rechnung auftreten, zu den bedenklichsten 
Irrthümern geführt hat. Man begnügt sich nicht mit jenem ein- 
fachen und natürlichen Resultat, welches freilich auch als solches 
der Rede kaum werth sein würde; durch ein eigenthümliches 
Taschenspielerkunststück entwickelt man durch unmögliche Zer- 
legungen aus dieser unendlich kleinen Läng^spannurig eine Com- 
ponente niederer Ordnung, und siehe da die Torsionsformel ist 
fertig. Wo die andere Componente bleibt, sehe sie selbst zu — 
ja, man vnmdert sich nicht einmal darüber, dass in der Tor- 
sionsformel statt des eigenthümlichen Torsionscoefficienteii 

— 7 — \ — r ) der halbe Elasticitätsmodul steht. Man ist gewohnt, 

dergleichen Kleinigkeiten eher einer Unvollkommenheit der Theorie 
als einer Unrichtigkeit in ihrer Anwendung zuzuschreiben. Oder 
\*äre etwa die Theorie in gewissen Kreisen so ungünstig ange- 
sehen, wenn diese Verwechslung nicht leider nur allzuoft vor- 
Käme ? 

Seit mehreren Jahren bin ich gewohnt die Theorie der 
Torsion in meinen Vorträgen in elementarer Weise auf ihre 
wahre Principien zurückzuführen, wie dies Weiter unten an seinem 

10* 
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Ort ausgeführt werden soll. Der wahre Grund der Torsion liegt 
darin, dass die einzelnen Querschnitte einer Faser in paralleler 
Richtung gegen einander verschoben werden, wobei eine eßstische 
Kraft entwickelt wird, deren Grösse nach § 3 zu bestimmen ist. 
Wenn es auch nicht immer gelingt, die strenge Theorie so weit 
zu führen , dass sie einfache und augenfälHge Resultate darbietet, 
so wird sie wenigstens auf die wahren inneren Gründe der Er- 
scheinungen hinweisen , und dieser Dienst ist keiner der unerheb- 
lichsten unter denen, welche sie zu leisten vermag. 

§ 39. üeber das Gleichgewicht von Platten, welche nur in 
ihrer cylindrischen Seitenflache äussern Straften unterwor- 
fen sind. 

Man kann den in den vorigen Betrachtungen eingeschlagenen 
Weg als einen solchen bezeichnen, auf welchem an das Studium 
gewisser Gleichgewichtszustände die Aufsuchung derjenigen Pro- 
bleme geknüpft wurde, welche auf dieselben möglicherweise 
führen können. Wurde nun im Vorigen, bei einem cylindrischen 
Körper von überwiegender Längsdimension als allgemeines Merk- 
mal jener Gleichgewichtszustände die Abwesenheit seitlicher Druck- 
kräfte hervorgehoben, so kann man analoge Betrachtungen den 
obigen gegenüber stellen, in welchen Platten behandelt werden, 
cylindrische Körper mit vorwaltenden Querdimensionen, und es 
kann die Abwesenheit jeder Spannung in der zur Platte senk- 
rechten Richtung als charakteristisch für die zu untersuchenden 
Zustände aufgestellt werden. 

Denken wir uns eine cylindrische Platte, deren Dicke nicht 
sehr klein sein soll, und welche lediglich durch Kräfte ergriffen 
wird, die auf die cylindrische Seitenfläche der Platte wirken. 
Es sei wieder die ZAxe senkrecht zur Platte, die Cylinderaxe; 
der Anfangspunkt liege in der Mitte der Platte , so dass die Ebene 
der X Y die Platte in zwei congruente Hälften theilt. Die Normale 
der beiden ebenen Flächen der Platte ist also die ZAxe selbst, 
daher in den Formeln, welche sich auf diesen Theil der Ober- 
fläche beziehen, cos2> = cosg = 0; und da auf diesen Flächeto. 
keine äussern Kräfte wirken sollen, so gehen die Grenzbe- 
dingungen für dieselben über in: 
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Diese Gleichungen gelten zunächst nur für die Wertlie von 
z, welche den Grenzflächen der Platte entsprechen. Ich werde 
aber nur diejenigen Zustände untersuchen , für welche diese Glei- 
chungen für jeden Punkt der Platte erfüllt sind. Man sieht, 
dass dann jedenfalls die auf die cylindrischen Seitenflächen wir- 
kenden Kräfte keine der ZAxe parallele, also zu der Platte nor- 
male Componente liefern dürfen, weil sonst wenigstens am Rande 
jene Spannungen nicht verschwinden würden. 

Das Verschwinden der obigen Spannungen führt nach (31) 
p. 48 die Gleichungen mit sich: 

dw 

dx 

dv 



(122) 



, du 

'^ Tz ~ 







dfv 
di 



^ + 



dw 



dz 



= 



i—2(i 



V = 0, 



wo 



V 



du . dv 

dx dy 



+ 



dw 

di 



die Ausdehnung der Volumeneinheit bedeutet. Nehmen wir nun 
an, dass keine äussern Kräfte auf das Innere der Platte wirken, 
so liefern die Gleichungen (33) p. 49 folgende in jedem Punkt zu 
erfüllende Gleichgewichtsbedingungen : 



(123) 



a»u 

da? 


+ 


a*« 


+ 


a'« 

dz* 


+ 


1 dv 
1—2(1. dx 


d'v 

da? 


+ 


a'» 


+ 


d*v 

a«* 


+ 


1 dv 
l — ifi dy 


2?tv 

da? 


+ 


d*n> 
dy* 


+ 


d*m 

dz* 


+ 


1 dv 
1 — 2|» dz 



= 



— •= 



= 0, 



von denen übrigens die letzte durch die Gleichungen (122) an 
sich erfüllt wird. Die Untersuchung dreht sich zunächst um 
die Aufsuchung der Fälle, in welchen die Gleichungen (122), 
(123) neben einander bestehen können. 

Differenziren wir entweder die erste der Gleichungen (123) 
nach z und addiren dazu die letzte, nach x differenzirt, oder 
differenziren wir die zweite nach z, und addiren dazu die letzte, 
nach y differenzirt, so verschwindet beidemal wegen (122) alles 
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Ms auf die von v abhängigen Terme, und man erhält die ein- 
fachen Gleichungen: 

Diese Gleichungen zeigen, dass v nur aus der Summe zweier 
Glieder bestehen kann, deren eines von z allein, deren an- 

deres yon x und y allein abhängt, da ^- sowohl von x als von 

oz 

y unabhängig sein soll. Aber man erhält ferner, indem man die 
Gleichungen (123) respective nach x, y, z diflferenzirt und dann 
addirt, mit Rücksicht auf die Bedeutung von v: 

d^v d^v d^v 

Hier sind nach dem Vorigen die ersten beiden Glieder nur 
von x,y, das letzte nur von z abhängig; und es muss also die 
Summe der ersten beiden Glieder einer Constanten gleich sein, 
das letzte gleich derselben Constanten mit entgegengesetztem Zei- 
chen. So wird denn gesetzt werden dürfen; 



(125) (^^ ^y 



Gleichutigen, von denen die letzte mit (124) zusammen für v den 
Ausdruck liefert: 

2 2 I 2 

(126) V = j— c j + c' z + F + c ^^[ (1 — 2fi) 

wo c' eine Constante, F eine Function von. a: und y ist. Von. 

dieser sind absichtlich die Terme c . ^, die man auch da- 

4 

rin hätte ejngehen lassen können, abgesondert, weil so die erste 

Gleichung (125) für F die einfache Bedingung giebt: 

d^F d^F 

Der Factor (l — 2fi) ist aber überall beigefügt zur Verei 
fachung der folgenden Rechnungen. Führt man nun den erha 
tenen Werth von v in die letzte Gleichung (122) ein und int 



/ 
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grirt Dach z, wobei statt der IntegrationscoDstanjte eine Willkür-. 

liehe Function von o:, y. beizufügen ist, so kommt: 

c z^ . «' a? 4- V* r , V ÄJ* -4- 1/* 

w=^--c' ^--zF-Cz -^ + f-c (1-f*)— p- 

Hier ist f die willkürliche Function, aus welcher der Terra 

— c .(1— fi) . — j — 

ausgeschieden ist, um eine einfache Bedingungsgleichung für f 
2u erhalten. Dieselbe ergiebt sich, wenn man die gefundenen 
Formen in die letzte Gleichung (123) einsetzt, welche dann über- 
geht in: 

av ay 

oder in c = 0, und in 

(1281 ?v: + ?v: _ 

Ferner geben, mittelst des gefundenen Werths von m {c = (i 
Sesetzt) die ersten beiden Gleichungen (122) : 

. . , '^ dF (df ., . cx\ , 

^^^ <p und tf; abermals willkürliche Functionen von x und y bedeu- 
^^n, welche anstelle der Integrationsconstanten hinzugefügt sind. 
Durch die erhaltenen Ausdrücke werden die Gleichungen 
vi ^2) befriedigt. Setzt man diese Ausdrücke aber in i; ein, wel- 
^*^^s den Werth (126) annehmen soll, so erhält man eine weitere 
**^clingung, und noch zwei andre, wenn man die Ausdrücke von 
^» V, w in die Gleichungen (123) einführt. Diese drei Bedin- 
SVüigen sind: 



» = .-.-^-^(|-(.-rtV")+*. 



^l29a) . . . 



B + + <■+')£=" 



dx^ dy^ dy 

DilTerenzirt man die zweite dieser Gleichungen nach x, die 
dritte nach y, und benützt die erste, so kommt die Gleichung 
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(127) für i^ heraus; jene Gleichung ist also in diesen dreien ent- 
halten. Sonach kann man denn auch die erste dieser drei Glei- 
chungen benutzen, um F aus denselben zu eiiminiren, wodurch 
die h#den andern übergehen in: 






av 



= 0. 



dy^ dx^ ' ^ ' ^' dx dy 

Abstimmt man q> und if; diesen beiden Gleichungen gemäss, 
so sind alle Gleichungen des Problems befriedigt, und wir haben 
also für die betrachteten Gleichgewichtszustände folgende Ver- 
schiebungen : 



(130) l 



V = .^^?! r-^- + ^U^-.f^-(l-f^)^) 
l — ^2\dxdy^dy^)^^ \dy ^' ^^2) 

rv == 11 Z ■ 1 Tr^+;r^ )+/ — C (1 fl) ^ • 

In denselben haben die Functionen 9, 1/;, f den Gleichungen 
zu genügen: 



(131) . . 



8^ 
dx" 

a> 







'^+<' 



+ 0-^)0 + (• + .) 11 = 



da^ "^ ay* ~ 



Die Ausdrücke der nicht verschwindenden Spannungen werdei 

in Folge der Werthe der Verschiebungen: 

E 



(132) J 



'11 = 



ll-|it 2 Väa?' 



av. a 



a)+i^.(s+'i)-©-"+"^)i 



'ti — 



£ 



i+p 






'12 — 






tl-ft 2\da^dy'^dxdy^)'^^\dy'^ dx/'^dxdyy 
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Aus diesen Ausdrücken endlich setzen sicli die Bedingungs- 
gieichungen zusammen, welche an der Cyliuderwand zu erfüllen 
sind. Die nach aussen gerichtete Normale eines Punkts dieser 
Wand bilde den Winkel p gegen dieJTAxe, so dass in'(34);^ 49 

cosq = sinp, cosr = 0; 

sind dann noch X, Y die entsprechenden Componenten der auf 
jenen Punkt. wirkenden äussern Kraft (die dritte Componente muss 
einer oben gemachten Bemerkung zufolge verschwinden), so hat 
man die Bedingungen an der Oberfläche: ^ 

(133) \i= '" '''^ + ;«' ^'"^ 

^ F = /jj cosp + /j2 ^^^P > 
in welchen die i durch die Ausdrücke (132) zu ersetzen sind. 

Aus diesen Gleichungen, welche unabhängig von z in allen 
Punkten der Cylinderwand erfüllt sein müssen, geht bereits her- 
vor, dass X, Y nicht beliebig gegebene Functionen sein können, 
dass vielmehr eine bestimmte Vertheilung der äussern Kräfte 
nothwendig ist, damit die untersuchten Zustände eintreten kön- 
nen. Vor allem sieht man, dass die Spannungen i nur die erste 
und zweite Potenz von z enthalten; von derselben Form müssen 
also auch die Ausdrücke der auf die Oberfläche wirkenden Kräfte 
J, Y sein, und man muss also haben: 

^^^^ < F = F, + F,^ + r, zS 

wo die Ausdrücke der X^, Y^ etc. von z unabhängig sein müssen. 
Wendet man diese Form an, und benützt die Ausdrücke der 
Spannungen, so lösen sich die Gleichungen (133) in folgende sechs 
Gleichuns:cn auf: 



(135) 



_ ^ 



i+ft 



E,i, j/ JV . 8V\ . . /JV , JV \ » 
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Aber auch' die Grössen X^, Y^ elc. können nicht willkürlich 
gegeben sein /denn diese Bedingungen, sechs an der Zahl, kön- 
nen im Allgemeinen nicht durch drei Functionen f, q>, '^ erfüllt 
werden, zu deren Bestimmung im Allgemeinen je eine Bedin^ 
gungsgleichung ausreicht. 

§ 40. Disctusion der in diesen Eesultaten enthaltenen Zustände. 

Gleichförmige Ansdehnimg der Platte. 

Bemerken wir vor allem, dass, wie in den Gleichungen (131), 
so auch in den Bedingungsgleichungen (135) die Function f von 
den Functionen g?, t(; völlig gesondert auftritt, allein verbunden 
mit der willkürlichen Constante c. Die im Obigen enthaltenen 
Zustände setzen sich demnach aus zwei Arten zusammen, deren 
einer die von /*, c, deren anderer die von 9, tf; abhängigen Terme 
entsprechen. Die Natur beider Zustände erkennt man leicht durch 
Betrachtung des Antheils in den Kräften X, F, welcher dieselben 
hervorruft. Die Zustände, welche die Functionen g?, i\f mit sich 
führen, hängen nur von^Q, Fy, X^, Fj ab, treten also auf, wenn 

Da diese Ausdrücke sich nicht ändern, wenn z in — z über- 
geht, so sind in diesem Falle auf jeder Seite des Cylinders die äussern 
Kräfte zu beiden Seiten der ZFEbene symmetrisch vertheilt. Sie 
üben diso im Wesentlichen einen Zug ohne Drehung aus, und 
demnach ist der flauptcharakter dieser Zustände der der Aus- 
dehnung. Die entsprechenden Werthe der Verschiebungen habere 
die Form: ^ 

V = V, + v^z^ 
tv = — rv^z, 

wo Uq, Vq, iij, v^y Wj nur von x und y abhängen. Man sieht, 
dass die Punkte der Mittelfläche {z = 0) in dieser Fläche selb&i 
geblieben sind, da tv mit z verschwindet. Die einzelnen zur Platt^E 
senkrechten Fasern aber erscheinen gekrümmt; nach § 25 sine: 
die Gleichungen derselben nach der Verschiebung: 

= X + Uq + u^ /* 



(137) (^ -^ 



+IV0 + ^i^'^> 
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Gleichungen, in denen x, y als constant anzusehen sind. Die hier- 
durch dargestellte Curve ist eine Parabel deren Scheitel in der 
Mittelfläche liegt, und deren Ebene senkrecht zur Mittelfläche ist. 
Denn die Gleichungen (137), deren jede von einer der Veränderlichen 
X, y'frei ist, stellen die Projeetionen der Curve auf die TZ und 
IZEbene dar, welche offenbar Parabeln der angegebenen Art sind ; 
elimioirt man hingegen z, so kommt als Gleichung der Projection 
auf die Mittelfläche selbst: 

v^x — u^y ^ v^ [x + Wo) — Mj (y + vj = 0, 

die Gleichung einer Geraden ; die wirkliche Curve liegt daher, wie 
angegeben, in einer zu Mittelfläche senkrechten Ebene. 

Unter dieser Art von Gleichgewichtszuständen sind diejenigen 

tesonders hervorzuheben, welche man als reitie Ausdehnung 

Zeichnen kann; es sind die, für welche u und »von z unab- 

iäiigig werden. Man hat dann nothwendig, indem man die Coeffi- 

cienten von «* in u und v (130) verschwinden lässt : 



dx \dx dy / 

dy \dx dy ) 



r\ Q 1 

Also ist der Ausdruck 7;^ + tt^ constant ; setzt man diesen 

dx dy 

^^^■^stanten Werth gleich x, so wird nach (129a): 



(138) 



dx 


+ 


dy 




+ 


dy* 




+ 





K 



= 



= 0. 



Diese Gleichungen widersprechen sich nicht, es sind also 
Zustände dieser Art überhaupt mögüch. Den Gleichungen (138) 
^^Ibst aber giebt man leicht eine einfachere Form. Denn drückt 

^an in der zweiten ^^ in der dritten ~ mit Hülfe der ersten 

dar dir 

Gleichung aus, so bleibt: 



d /dg) d'ip'\ ^_ 



Also muss auch der Ausdruck ^ — -^^ einer ConstanteD 

oy ox 

gleich werden; und ist dieselbe x', so hat man an Stelle der 
Gleichungen (138) die beiden folgenden: 

d(p dtff 

dx dy 

dy dx 

Gleichungen, welche jene vollständig ersetzen. In diesen endlick 
kann man setzen: 

%X + KV . KV 7CX ^ 

9 = ^— ^ + u,, ^ = -^—^ + %, 

wo denn die Functionen u^ v^ definirt sind durch die Gleichungen ^ 



(140) 



dx dy 

^"o ^% ^ Q^ 



dy dx 

Die von x, k abhängigen Glieder geben fftr sich: 

(141) « = ^-^^i^. . = i^^^, 

und die auf den Rand wirkenden Kräfte, welche diese Verschiebu: 
gen hervorzurufen geeignet sind, werden nach (135): 

d. h. constant und in normaler Richtung wirkend. Diese V( 
Schiebungen zeigen also jene gleichförmige Ausdehnung d ^^ r 
ganzen Platte an, welche durch überall gleiche normale ZugkräÄ"*-^ 
erreicht wird. Die Constaute % bezieht sich nur auf eine willkuiÄ:^- 
liche kleine Drehung, welche man dem Coordinatensystem gel^^* 
kann, ohne dass im Uebrigen die Gleichgewichtebedingungen il:^£*< 
Form ändern (vergl. p. 69). 
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§ 4L Verschiebimg der Phtttenelemente ohne Biegimg bei 
überall gleicher Volamenansdehnimg. 

Uebergehen wir diese Ausdehnungen und betrachten die Zu- 
stände allein, welche durch die in den Gleichungen (140) definirten 
Grössen u^ Vq ausgedrückt sind. Für alle diese verschwindet w; 
man hat also Ausdehnungen und Zusammenziehungen solcher Art 
vor sich, welche allein parallel der Fläche der Platte vor sich gehen. 
Hieraus folgt, dass, während eine Hauptspannung, der Normale der 
Fläche entsprechend, vei^ßchwindet, die beiden andern gleich und 
entgegengesetzt werden müssen; so dass jedes Element in einer 
gewissen Richtung ausgedehnt, in der darauf senkrechten um 
ebenso viel zusammengedrückt erscheint. Das ElasticitätselUpsoid 
reducirt sich für diesen Fall auf einen, den Endflächen der Platte 
parallel liegenden Kreis ; wie man dies auch aus den Gleichungen 

des § 9 einsieht, wenn man bemerkt, dass t^^ = — t^^ wird, 

während ^,3, i^^, t^^ verschwinden. 

Untersuchen wir diesen Fall genauer. Für die betrachteten 

Verschiebungen wird u = u^^, v :==z v^; man kann daher in den 

Gleichungen (140) die Indices auslassen und dafür schreiben: 



du 

dx 


+ '; « 

^y 


du 
dy 


^^ — 

dx 



Aus diesen Gleichungen folgen die Combinationen ; 

d.{u ^ V j/^^i) ^ ,— -j d.(u + V /^^l) 
dx ^ dy 

d. {u — V j/^^) y d . {u — V / — 1) 

dx ^ dy 



Dieselben sagen nichts aus^ als dass u + v ]/ — l nur eine 
Function, und zwar jede beliebige, der Verbindung x — y}/ — 1 
und ebenso u — v ]/ — 1 nur eine Function der Verbindung 
^ "h y V — 1 s®^^ dürfe. Man kann also setzen: 



(143) . . . . 



\u — v •/— i = F {x + y j/— 1) 
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wo f und F willkürliche Functionen ihrer Argumente sind. Die- 
selben lassen sieh Immer so bestimmen, dass folgende allgemeine 
Aufgabe gelöst wird: 

Eine Platte soll durch Kräfte, welche auf den Rand 
derselben wirken, so ausgedehnt werden, dass 
die Contraction senkrecht gegen die Fläche der 
Platte überall dieselbeist, während die sämmt- 
liehen Punkte des Randes nach der Normale 
desselben willkürlich vorausbestimmte Ver- 
schiebungen erfahren. *) 
Dieses Problem lässt sich sofort in zwei Theile sondern. 
Die Kräfte, welche zu der verlangten Verschiebung nothwendig, 
theUen wir in einen constanten, überall normal wirkenden Zug Z^ 
und in andere Kräfte X^, T^, welche auf jede Seite des Rande: 
in weiterhin zu bestimmender Weise wirken sollen. I)en Zug M 
nun kann man so einrichten, dass die ganze Fläche der Platte dur6.1 
ihn allein genau dieselbe Ausdehnung erfahren würde, Vielehe k 
dem gegebenen Problem auftreten soll. Die von den Kräfte 
X^^y Tq herrührenden Verschiebungen können dann von keines 
Contraction nach der Normale der Platte mehr begleitet seian 
denn D allein bewirkt überall die gleiche Contraction, das Probtei 
selbst verlangt ebenfalls überall gleiche Contraction; daher müss 
ten denn die von X^, Y^ herrührenden Contractionen ebenfal 
gleich sein, und somit müsste jedes Flächenelement der Platzt 
gleiche Ausdehnung erfahren. Da nun die von X^^, Y^^ herrührend 
Gesammtausdehnung verschwinden sollte, so auch die Ausdehnan 
jedes Elements, so wie die Contraction nach der Normale derFläclii 
Die von den Kräften X^, Y^ herrührenden Verschiebunge 
sind so in denjenigen enthalten, welche soeben betrachtet sine 
Zu den Gleichungen, welche im Vorigen entwickelt sind, trii 
dann nur die Bedingung hinzu, dass die Verschiebung nach de 
Normale, d. h. die Grösse u cosp + v smp eine für die ganz 
Peripherie gegebene Grösse sein soll. 

Sei für das vorgelegte Problem N diese gegebene Functioi 
von X und y, so dass 

u cosp + V sinp = N. 

*) Allgemeiner: während die Peripherie eine beliebig vorgeachrie- 
bene, natürlich von der ursprünglichen wenig abweichende Cnire be- 
schreiben soll. Dies Problem lässt sich ähnlich behandeln; vgl.nnten§ 46. 
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Nun ruft der noch unbestimmte Zug 2>, nach (141), indem 
man die dort als unwesentlicli bezeichnete Constante % verschwin- 
den lässt, die Verschiebungen 

(144). " = T' " = 2 

hervor, und nach (142) hat man zu setzen: 
(1.45).... i)= ^* 



wenn die Zugkraft D eben diese Verschiebungen hervorrufen 
soll. Die Grösse ac selbst bestimmt sich leicht aus der Be- 
dingung, dass die aus D entspringende Gcsammtausdehnung der 
Fläche gleich derjenigen sein soll, welche durch die Verschie- 
bungen N beoingt wird. Die Normalverschiebung ist sehr klein ; 
Man kann also die ganze Vergrösserung der Fläche aus kleinen 
fiechtecken zusammengesetzt denken, deren eine Seite ein Ele- 
njent ds der Peripherie ist, während die andere sich durch die 
entsprechende normale Verschiebung N ausdrückt. Der ganze Zu- 
wachs ist also 

CNds, 

Jiö Summe aller dieser Rechtecke, ausgedehnt über die ganze 
Peripherie der Platte. Indess vergrossert sich in Folge des Zuges 
^ jedes Element dxdy nach den Gleichungen (144) zu: 

d(x + u) . d{y -^ v) = dxdy (\ + - j , 

<^der jede Einheit der Fläche wird um (l + -\ — 

S^dehnt, wobei das Quadrat der kleinen Grösse x zu vernachlässi- 
8^ti ist. Nennt man nun / die ganze Fläche der Platte, so muss 
^^n die Gleichung haben: 

X / = Cn ds, 

"^nait die durch D hervorgerufene Ausdehnung der verlangten 
^^eichkomme. So findet sich denn endlich 

X = — I N ds, 
^nd die vpn 2> herrührenden Verschicbungen sind: 



l = K aus- 
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(147) .... w =: ^ fNds, V = ^j CNds. 

Diese Verschiebungen geben: 

xcosp + t/sinp r 
u Qosp + V sinp = jNds, 

Für den Rest des Problems bleibt also noch übrig, den 
zweiten Theil der Verschiehpogen so zu bestimmen, dass dieselben 
den Gleichungen (143) geiftgen, während zugleich die ihnen ent- 
sprechende normale Verschiebung, nach Abzug der durch den 
ersten Theil bereits hervorgerufenen, den gegebenen Werth hat: 



. xcosp + ysinp 
u cosp + V sm/> = N — -^ 

A J 



J^Nds. 



§ 42. Besonderer Fall einer kreisförmigen Platte. 

Man kann das obige Problem nicht allgemein lösen, sondern nui 
sobald eine bestimmte Form der Platte gegeben ist. Ich beguugi 
mich es für den Fall einer kreisförmigen Platte zu lösen. 

Führen wir Polarcoordinaten ein. Es sei r die Entfernun 
eines Punkts in der Mittelfläche der Platte von ihrem Mittelpunk 1 
g> der Winkel von r gegen die 2rAxe; dann ist 

oc == r cos 9?, y = r sin 9), 
daher auch, nach bekannten Sätzen: 

*^ + y y — 1 = r (COS9) + y — 1 . sing?) = r e* 
^ — y y — 1 =■ ^ (cos^) — y — 1 , smg>).= r e ** 

Denken wir uns nun die Functionen f, F nach Potenzt 
ihrer Argumente entwickelt, — nach aufsteigenden; denn u \xw 
V dürfen offenbar keine negativen Potenzen von r enthalten, d 
mit für das Centrum, wo r = 0, w und v nicht unendlich w^ 
den. So hat man denn: 

(148)/" + ^ K=I ^ ^ + ^1 r e- ^ ^-^ +A,r'e- '^ ^'^+ - - 
\u — vy^:Ä = B + B, r e^ ^^^ +^,r*e^^ '''^^+..., 

wobei A , A^ , . , B, B^ . , . willkürliche Gonstanten bezeichne 
Bemerken wir nun, dass 
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(u — fi i/*rn A ^ ^^ j- fn j- 1> lA— n /» -9>^-i 



= (w — V ^HI) (cos9 + ^HIsiD^)) + (w +t;Jdi) (cos 9 — y^sing>) 
=2 (w COS9 + V siüg>), 

sowie, dass für den Kreis die Normale gegen die ^Axe den 

Winkel 97 selbst bildet, dass also p = g>, so hat man in der 

Peripherie eben diesen Ausdruck gleich dem doppelten der ge- 
gebenen Function ^ 



■/' 



ZU setzen. Sei a der Radius der Peripherie, so hat man noch 

ds = a dg), x cosp + y sinp = a, J = a^ n; 
und die gegebene Function wird sonach 

in 

u 

die Function N selbst, welche nur auf der Peripherie gegeben 
ist, kann man sich dabei unmittelbar als Function von g) denken. 
Setzt man nun dies dem Ausdruck 

l ({u - vV=i) e ^^^ + (t. + vjni) e-^^0 

gleich, und ersetzt u — vY^, u + vy^ durch ihre oben ge- 
gebenen Werthe, r aber durch a, so erhält man zur Bestimmung 
der Constanten j, B folgende Gleichung: 

+Be ''^^ +B^a ^'^'^"^ +...}• 

Die Bestimmung der Constanten erfolgt hieraus mit Hülfe 

des bekannten Satzes^ dass 
2» 



/' 



''"''''"'^W^x (/"'^•-i) 



jedesmal verschwindet, wenn x eine von Null verschiedene posi- 
tive oder negative ganze Zahl ist, wo denn immer: 

e ^»«^"^ _ cos(2x7r) + Y-i sin(2x7r) = 1. 
Wenn aber x = 0, so wird das Integral gleich 2%, Mul- 
tiplicirt man also die obige Gleichung mit e "^^ -^ oder mite-"^^^^ 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 11 
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und integrirt von bis 2 tt, so fallen rechts jedesmal alle Glieder 
bis auf eines fort, und es wird: 






Ne -«9^^ d(p=n P^, a «-^ 



Ersetzen wir die inill|lnären Exponentialgrössen durch ihr 
trigonometrischen Ausdrücke, so wird: 

i f r"' r' \ 

A^^^ . a "—^ = — I j Ncosng)dg> + y^ 1 Nsinng>dg) 1 



'«— i 



und setzt man 



1 / r' r' \ 

,a "-^ =— I I Ncosn<pdg) — V^ t N s\nnq>dfp I, 



(149) C» = — I N cosn(pdg>, S^=— 1 Nsmng>dq>, 



so ist 

Endlich ergiebt sich durch Einführung dieser Werthe in 
Ausdrücke (148) und durch Scheidung des Reellen vom Inzzizia- 
ginären: 

r r* 

!ti=5C, + (C, cosg) + S, sing)) h(^aCOs2<gp+S3 sin29)-j+ -•• 
V = Sj + (S, cos q> — C, sin 9>) — + (ß^ cos 2g) — S, sin,29?)-j -f- - • 

Nehmen wir hinzu, dass der Antheil der Verschiebungen, 
welche von der Zugkraft D herrührt, hier den Ausdruck erliält 
[vgl. (147)] : 

u = C cos 9), V = C sin 9, 
wo C das Integral 

Ist 

(151) C=^jNdq> 
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^deutet, so ergeben sich als die Gesammtverschiebungen für 
IS vorgelegte Problem: 



52) . . . 



ti = Cj + [(C + CJ cos g> + 5, sing)) - 

+ (C3 cos29 + S^ sin2(p) -^^ + • • • 

v=8, + [5, cosg) + (C — Cjsiug)] ^ 

+ (5, cos29 — Cj sin 2^) -| + . . . 



Diese Formeln, mit (149), (151) zusammen, bestimmen voU- 
indig die in der Angabe, auftretenden Verschiebungen. 

Untersuchen wir jetzt die Kräfte, welche geeignet sind, die- 
Iben hervorzubringen. Zunächst wird der überall gleichförmig 
rkende normale Zug. D, aus (146): 

EC 



D = 



«(1 — f*) 



Die Kräfte ^0, Y^ findet man aus den ersten beiden Formeln 
35), wenn man darin 9, t/; durch u, v ersetzt, und u, v selbst 
US den Gleichungen (150) entnimmt. Dies wird sehr erleichtert, 
«nn man zunächst mit Hülfe der Gleichungen 

du dv . du dv 

dv '^ dy ~ ' dy ~ dx~ 

)VL Ausdrücken von X^, Y^ in (135) die einfache Gestalt giebt: 



E /du , du , \ 



'dv 



== r+7 (fe "^'^ + dy 



dv . \ 

vy ""^ ;■ 



Es ist bereits in § 27, (94) gezeigt, dass die eingeklammer- 
u Ausdrücke rechts nichts anders sind als die Differentialquo- 
mten von u und v nach der Normale. Da hier nun die Nor- 
ale mit dem Radius zusammenfällt, so hat man die einfachen 
isdrücke : 



E du _ 

"TT": > -* — 



E dv 



nd mit Anwendung der Gleichungen (150) ergeben sicli also 

11* 
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folgende Eräfte, wekl^ neben D auf den Rand der Pbtte wir- 
ken mössen: 

X,= — ;p^ {(C,co99 + 5,siii9)+-2(r3C0s29+S3dn29>)- + . ..j 



§ 43. Anwandimg auf angenäherte Löeimg allgemeiner 



Aber ams der Betrachtung derjenigen Zustände, denen wir 
im Beginne des % 40 Torzngsweise den diarakter der Ausdehnung 
zuerkannt haben, lasst sich noch weiterer Nutzen ziehen. 

Das allgemeine Pn^lem: 
Den Gleichgewichtszustand einer Platte zu be- 
stimmen, auf deren cylindrische Seitenflächen, 
parallel den ebenen Endflächen der Platte, 
^ beliebige Kräfte wirken, 

lässt sich freilich in aller Strenge nicht behandeln, da wie oben 
schon erwähnt wurde, die in jenen Zuständen auftretenden Kräfte 
eigenthumlichen Bedingungen unterworfen waren. Aber wenn 
wir nun Toraussetzen , dass die auf jede unendlich schmale Seite 
der cylindrischen Oberfläche wirkenden Kräfte auf derselben 
symmetrisch yertheilt seien, dass sie also wirklich nur Zug, 
keine Drehung henrorzurufen bestrebt sind, so kann man mit 
einiger Annäherung in folgender Weise oMges allgemeines Problem 
durch ein anderes ersetzen, welches in den Formeln des § 39 
enthalten ist. 

Es sei ^cj!9 die Summe sämmtlicher XComponenten von 
äussern Kräften, welche auf eine Seite der cylindrischen Fläche 
wirken, deren Breite ds \sX, ein Element der Peripherie der 
Platte. Ebenso sei Bds die Sunmie der F Componenten. In 
dem Problem des § 39 erhält man die analogen Grössen, wenn 
man die Componenten der auf die Oberflächeneinheit wirkenden 
Kräfte: 

F = r, + r, z + F, z* 

zunäclist mit dem Element dz.ds der unendlich schmalen Cylin- 
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derseite multiplicirt, und sodann die Summe nach z nimmt über 

die ganze Seite, also, wenn h die Dicke der Platte bezeichnet, 

h h 

von — ~ bis + -- • Diese Integration liefert: 

+4 



As Jxdz = (^„ Ä + X^ *0 ds 



Ä 



+4- 



ds JYdx = (r„ Ä + F, ^) ds , 



2 



A 




X,h 


+ 


X, 


12 


-! 










h" 


B 




y„h 


+ 


r. 


12 



H^o die Glieder, welche von JTj, Y^ abhängen, ganz verschwun- 
den sind. 

Nun wird jenes allgemeine Problem offenbar dem in § 39 
enthaltenen möglichst genähert werden, wenn man die Functionen 
^, Y so bestimmt denkt , dass die jeder Cylinderseite entsprechen- 
c]en Componentensummen in dem ursprünglichen und in dem zu 
substituirenden Problem denselben Werth haben. Setzen wir 
also 



(153) 



y^o A, B vorgeschriebene Functionen von x und y sind; und er- 
setzen dann das gegebene Problem durch dasjenige, in welchem 
die auf die Cylinderfläche wirkenden Kräfte durch das Gesetz: 

Y= Y,+ Y, z' 
bestimmt werden. Bemerken wir, dass aus den Gleichungen 
(153) die vier Functionen X^, Y^, X^, Y^ keineswegs völlig be- 
stimmt sind, sondern nur zwei Verbindungen derselben, so zeigt 
sich, dass auch die Bedingungen (135) keineswegs sämmtlich als 
solche wirklich anzusehen sind, sondern nur - diejenigen Verbin- 
dungen derselben, aus welchen die Functionen X^ Fq, X^, Y^ 
mit Hülfe der Gleichungen (153) sich eliminiren lassen. Und so 
erhält man aus (135) nur folgende zwei Bedingungen, indem man 
in (153) die JTq, Fq, X^, Y^ mittels der Gleichungen (135) aus- 
drückt : 
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'2(l—li')A_ 



a54)J 



h E 



2(1— ft').g _ 



/t£ 






8a^gy ^ dxdy 



.)t 



Erinnern wir uns,, dass die Gleichungen (135) an Zahl : 
gross waren, um bei beliebiger Wahl der Functionen X^^, I 
X^, T, noch gleichzeitig erfüllbar zu sein. Diese Schwierigk« 
existirt .in den Bedingungsgleichungen (154) nicht mehr; die 
kann man immer erfüllen, wie auch A und B als Functionen y< 
^9 y gegeben seien. Und wenn man also auch das im Eingan; 
dieses § aufgestellte aligemeine Problem mit Hülfe dieser B 
trachtungen zu lösen nicht im Stande ist, so kann man doch d 
Problem lösen, für welches die Summen der auf jede Cylinde 
Seite wirkenden Componenten beliebig gegebene Grössen sin 
Die Losungen dieses Problems sind nach (130) ausgedrückt dur< 
die Gleichungen: 






(155) 






2 



dxdy) ' 



tv 



+ 



dyJ 



z; 



Jdxdy 

_ _ (i /d^ 

1 — II \dx 

wobei die Functionen 9, if; ausser den Grenzbedingungen {li 
noch überall den Gleichungen zu genügen haben (131): 

aV 



(156) . 



a*Q> ' / » d*(ß 



+ (1 + f*) 



dxdy 

aV 



av , . av 



= 



= 0. 
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§ 44. Angenäherte Lösnng des allgemeinen Problems für eine 

kreisförmige Platte. 

Ich werde diese Gleichungen auf den einfachen Fall einer 
kreisförmigen Platte anwenden. Wir führen Polarcoordinaten 
r, 9^ ein, und stellen uns dann A und B als gegebene Functionen 
von g> vor, während in den Gleichungen (154) r den constanten 
Werth a zu erhalten hat, welcher der Peripherie der Platte 
entspricht. 

Setzen wir ferner der Kürze wegen: 



(157) . . . . ^ 



' dg> d'ijj d<p d'^ 

dx "*"äy~^' dy ~ dx ~ '^' 



dx 



d^ 

^y 



=r. 



dtp . d't\) , 



so nehmen die Gleichungen (154), (156) einfachere Gestalten an. 
Der Winkel p wird durch den Winkel O zu ersetzen sein, wel- 
chen der Radius r mit der XAxe bildet, da' die Normale der 
Peripherie mit dem Radius zusammenfällt, und man hat also aus 
[156) die allgemeinen Bedingungen: 



(158) 



dx ^ ^ ^^ dy ' 
dy ^ ^^ dx 



aus (154) die Grenzbedingungen: 

f2(l — tt»)^ ^ Ja, . X >. . ^, X >' . f*Ä* ^'^) 



(159) 



Aus den Gleichungen aber, welche die Grössen ^, |', ri, i\ 
definirten ergiebt sich noch weiter. 
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(160) . 



dx 



^ + r 



dx 






V—V 



5-r 



2 ' dy 2 

Daher müssen die Grössen ^, ^\fi,rf noch die Gleichungen 
befriedigen : 

du 



(161) 



dx 

d'iv—v) 



y dx dy 

Hat man aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (15S) 
die Functionen i, §', i?, r( bestimmt, so findet sich schliesslich 
aus (160): 



(162) . 



dq> = 



</t(; = — 



^ + ^ ax+ "^ dy 



2 

v—v 



dx + 



2 



rfy. 



2 • 2 

und daher 9 und 'i\) durch einfache Integration. 

Die Polarcoordinaten sind eingeführt durch die Gleichungen 
X =. r cos'9', y = r sin-ö", 
aus welchen durch Dififerentiation und Auflösung der differenzirtem 
Gleichungen sich die Systeme ergeben : 

dx == dr cos'ö' — r sinO dO-, dr = dx cos'ö' + dy sin^ 
dy = </r sluO + r cosO- c/O-, rd&= — dx sin-ö- + dy cos'ö'. 

Man hat also, wenn man sich irgend eine Function Sl ein« 
mal durch x, y, das andere Mal durch r, d" ausgedrückt denkt: 



(163) I 



(dSl d^ ^ dSl . ^ dSl 

I - — = 7;— cos •9' — - sm-ö", -T— = 

dx dr rdd' ' dr 



dSl ^ , d^ , ^ 

dx dy 



I ^^ 



dSl , ^ dSl ^ dSl dSl . ^ ^ dSl 

dr rdd' rd& dx dy 



Diese Grundformeln für den Zusammenhang der verschieden- 
artigen Differentiationen gestatten nun den Gleichungen (158) — (161) 
solche Formen zu geben, dass darin nur noch die Differential- 
quotienten nach r und •& erscheinen. Multiplicirt man nämlich 
die erste Gleichung (158) mit cos'^, die zweite mit sin-ö- und 
addirt, .oder die erste mit — sinO, die zweite mit cos^, und 
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addirt, so kommt, mit Rücksicht auf die für jede Function gül- 

I 

tigen GleichuDgen (163): 

(164) { ^" "^^ 

Denken wir uns nun sowohl ^ als ri nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von ^ entwickelt, während die Coefficien- 
teD der Entwickelungen nur von r abhängen; setzen wir also 

2 §=/?,, + Äj 008-^+ Ä, 0082-^.. . + R\ sin-ö- + R\ sin2d. . . 
(1-^) ri=:S^+ S, co8'ö' + 5j 0082-9-... + 5', sin -^ + S', sin 2 -^ , . . 

und setzen dann auf beiden Seiten der Gleichungen (164) die 
Coefficienten gleicher Sinus und Cosinus einander gleich, so 
kommt: 

Cr r CT T 

Es sind also B,^ S^ constant, und B.^ mit ä',, Ii\ mit 5, ver- 
bunden durch die Gleichungen 

er r dr r 

dr r dr r 

Eliminirt man R\ und S',, so erhält man für /?, und S, die 
nämliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

dr \ dr/ * ' dr \drJ 

deren jede , vollständig integrirt , zwei willkürliche Constante 
mit sich führen muss. Man genügt diesen Gleichungen aber 
durch die Annahme: 

wo Af, Bt, Cf, D( willkürliche Constante sind. Da die Anzahl 
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derselben gross geoug ist, so stellen diese Ausdrücke zugleich 
die allgemeinsten Formen von B^, Si vor. 

Aber die Constanten C,, 2)^ müssen immer Null sein, damit 
man für r = 0, im Mittelpunkt der Platte, nirgend unendlich 
grosse Werthe erhalte. Es bleibt also: 

Ä, = Ai r\ Si = Bi r*; daher auch 

so dass die Ausdrücke von g, t\ die Gestalt annehmen: 

l = ^\A^ + A^r cos-ö- + A^r* cos2> . . . 

+ B^r sin^ + ^, r* sm2 ^ . . .] 



(165) J 



1?=-— [^o + ^jrcos'ö' + ^,r*cos2^... 



Um nun die Functionen ^, r[ zu finden,, bringe man zunäch 
die Gleichungen (161) in die Form : 

!£ + ?!= ?i + ?i = r?l + -^"icosd 

dx dy dx dy \dr rd&J 



+ [fr - 78») '■"* 



££ _ H ^ _ »i , Sfj ^ _ ß ^ il^sind 
^y ^a: dy dx \dr rd^J 



/dt, _ ji\ 

\dr rd&J 



+ [Fr- 7d^) '''^' 

WO nur die rechten Theile auf die nach r, d" genommenen DiflT^ 
rentialquotienten zurückgeführt sind. Multiplicirt man nun wied^ 
die erste Gleichung mit cos'd', die zweite mit sin^d*, oder ci.f 
erste mit — sinO, die zweite mit cos-ö- und addirt jedesmal, S4z 
kommt mit Rücksicht auf die allgemeinen Gleichungen (163): 

Bemerken wir, dass die linken Theile dieser Gleichungen 
genau die Form der Gleichungen (164) haben, nur dass |' an die 
Stelle von 2^, rj' an die Stelle von (1 — (i) ri getreten ist. Denken 
wir uns nun irgendeine specielle Lösung ^o* Vo der Gleichungen 



— 171 — 

(166) gefunden, eine Lösung welcher man passender Weise die 
Form geben kann 

(167) \^o = 9 cos2^ + <y sin2^ 

' iri\= Q sin2^ — 6 cos2'ö', 

so sind die linken Theile der Gleichungen (166) den Ausdrücken 

dr "^ rd^' rdd^ dr 

gieich, oder jene Gleichungen gehen über in: 

ra^ ar 

^s müssen daher die Differenzen ^ — J'y. V — ^'o genau von der 
***oi:*in sein, welche oben für 2^ und (1 — |ii)i? gefunden wurde, 
*^- li. man hat: 

S' = ^0+ C^+ C^r cos^ + C, r* cos2 -^ + . . . 
(X 65^^ J + />, r sin-Ö- + i>, r* siD2 ^ + . . . 

1^' = ly',, + />,, + />, r cos-Ö- + i>, r* cos2 ^ + • . . 

— Cj r sin^ — ^z^ sin2 ^ + . . . 
^^'c^lei die C, D willkürliche Constanten bedeuten. 

Es ist nur noch eine specielle^Lösung §'o, ri^oi^QT ein Aus- 
^*"\ick der Functionen q, a zu finden. Denken wir uns die Aus- 
^■"ücke (167) für J^ rj' in (166) eingesetzt, so nehmen die linken 
1*Vieile jener Gleichungen die Form an: 

dg da . 2o\ ^ . /da . ap . 2<y\ . ^ 
ir-TT^^ Vh'^+ifr +7k+V) ^'"^^ 

Man erhält daher aus der Vergleichung dieser Form mit den 
<" echten Theilen von (166) die einfacheren Gleichungen: 

dr rdd^ "^ r dr '^ rd& 

dö , dQ , 2a dri dl 

TT + -^ + — = 



(: 



dr rdd" r dr rdd'* 

oder endlich, vi^nn man Unks für §, 17 ihre Ausdrücke aus den 
Gleichungen (165) einführt: 



dQ _ da_ . ^ _ _ l+l»^ 

dr raO "*" 7 ~ 2(1 — fi)' 

[B^ sind- + 2J9, r sin2 -ö- . . . + ^^ cos^ + 2 A^ r cos2 ^ . . .Q 
a<y , dg 26 l+(i 

"T" ■ — 



dr ' ra^ r 2(1— /*) 

[^, cos^ + 2 ^, r cos2 & . . . — A^ sin-^ — 2 ^^ r sin2 ^ . . . 

Setzt maD demnach: 

^=^irsin^ + ^,r*sm2^ + ... + ^,rcos'^+^,r*cos2^... 
<y = (?jr sin 'Ö'+GJjr* 8102-^ + ... + J5r,rcos^+ir^r«cos2^... 

so erhält man durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficieute] 

^' = -^' = ^'^' 

Und so hat man endlich: 
1+^ 



(168a) 



Q = 



(j = — 



4(l-ft) 
[J5jrsinO+2^jr*sin2d...+^jrcos^+2^,r»cos2^.. 



4(1-^) 
[^, r sinO+ 2 J^ r* 8in2^ . . . — B^ r cos -^ — 2 JPj^ r*cos2^ . . 
oder, wenn man will: 

1 + ft d^ 1+fi aiy 

^— 2(1 — |x)ar' 4 "^ ar* 

Man hat auf diese Weise die Form der Functionen |, i/, ^^ 
vollständig bestimmt, und es bleibt nur die Betrachtung der Grer 
bedingungen übrig, welche auf die Constantenbestimmung führ 
In Betreff der Gleichungen (159^, welche diese Grenzbedingun 
enthalten, bemerke ich zunächst, dass wegen der allgemei 
Gleichungen (163): 

^ cos<& + -^ sin^ = - (^) 

doc^ dxdy dr \dxj 






Multiplicirt man daher jene Gleichungen bezüglich mit co^ ^ 
sin-^, oder mit — sinO, cosO und addirt jedesmal, so ergeb ^fl 
sich die einfacheren Gleichungen: 
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2(1— tt*) 
hE ' ' 

2(1-^«) 



}iE 



{B cos^ — A sin^) 



Die Gleichungen gelten nur für r^=a, aber für alle Werthe 
von-^. Setzt man in denselben für §, ^\ rf ihre oben gefundenen 
Werthe ein, und zugleich r = a, so erhält man daher folgende 
Gleichungen, welche für alle Werthe von O erfüllt sein müssen: 

2jJ:V) (^cos-^ + ^sinO). 

hE ^ ^ 

= 5-— [1 . 2 ^j COS 2 -ö- + 2 . 3^3 a cos3^ . . . 
+ 1.2.^^8102-^ + 2.3^3 8103-^...] 

H ^ [^0 + ^1 « cos-ö- + ^, a* cos2^. . . 

+ B^asind' + ^^ a*siii2^ ...] 
-^-^ [^, a cos^ + 2 ^jj a* cos2^ . . . 

+ B^a sin^+ 25^ a* sm2^ ...] 
+ (1— I^)[^ocos2d+ CjflcosS-^ + Cj^a^ cos^d-... 

+ />, a sin30 + D^ a^ sin4^ . . .] 

2 (1— tt*) 

-4-^ (iPcos'»— ^siua-) 

24 L 2 3 

+ 1.2^,0082-^ + 2.3.^3 cos3d...] 
+ ?y^ lA^ asind- + 2A^ a« 8in2d . . . 

— B^a co8-^ — 2 ^2 a« co82^ . . .] 
+ (l—fi) [/>o cos2^ + i>t « C083O + i>j ö* cos4^ . . . 

— C^a sin30— (7, «* sin4-ö' ...]. 

Um die Constanten hieraus zu bestimmen , hat man nur einer 
bekannten Eigenschaft der trigonometrischen Integrale zu gedenken, 
nach welcher, wenn m und n verschieden sind: 
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(168b) 



2jr 

j cosmd' 



cosn&dd' = 



j cosmd' sinn&dd' = 
I siamd' sinnd'dd' = 0, 



Gleichungen von denen die zweite auch noch für m = n best 
während 

(168c) .... jcos^m&dd-= 1 sm^md^dd z=n; 



nur für m=0 hat man 



/' 



2» 

dd' = 2n. 



Integrirt man also die obigen Gleichungen von bis 
nachdem man sie mit 1 oder mit cos'9' oder mit sin^ i 
tiplicirt hat, so ergeben sich folgende Gleichungen, welche 
noch die Cbnstanten selbst und bekannte Grössen enthalten: 

2(1-^») 



(169)^ 



hE 



2(1-^») 
hE 



2(1-^«) 



hE 



- /(^cos^ + ^sm^)d'^ = (l+^)^^,7r 

- l(Bcos& — Asiad)dd^ = 0. 
I {Acosd^ + B sind) cos-dd-d = -^-^ A^ a% 



2 (1-f**) 



hE 



2(1-^«) 



hE 



2(1-^«) 



hE 



- ({Acosd^ 
- 1 {Bcosd — 

2n 

- jiBcosd — Asi 



+ B sin-Ö-) sind dd^ = —^-^ B^ ait 



A sind) cosddd « ^ B^ a 



14- li 
sind) sin ddd = -^ A^ an. 
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Ferner aber ^ird allgemein für jedes i, welches grösser als 
1 ist: 

2(1— f** r 

j^^ I {A cos-^ + B sind) cosi^dd^ 

j /i{i—l)fih*a^-^ (l+a)(i— 2) .\ . , 



hE 



- / {A cos-^ + B sin-Ö-) siniO d& 



=.^, (.>=l^*!f^_ (i±4M«.-)+(,_,).^^,«. 



2(1-»»*) 



^^; — I {B COS& — J sin O) <^ia d* 



2(1-1^*) 



(I 



" / (5 cos-^ — A sin^) sini^dd^ 



Aus diesen Gleichungen bestimmen die Constanten sich voll- 
ständig; denn man hat: 

A^ = ^ [^~^^ /(^ cosO + J5 sinO) d^ 





2» 



-^1 = ^^TTT^ f (^ cos^ + ^ sin d') cüs-^ (/-^ 
' ahEn J ^ 



iS 

7n 



B, = ^^TT^ / (^ cos-ö- + B sin-^) sin^ d^ 





2n 



^ =^^^ yt^ cos(i + l) ^ + 5 sin(i + l) ^-]d^ 





2sr 



^'= %^ /t^ '*" (*'+*) ^ ~ ^ '^'('*+^) ^^^^ 
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fi = - '(^')f-^;;+'')^; /^^cos(.+.)^-t.2>sm(.+l)»]d<> 



7m 



/>.= — 





+ K^t^^ ({Bcos^—A sin ^) cos lO rf^. 



Ausserdem folgen aus den obigen Gleichungen noch dn 
Bedingungen, welche die Consta||f(n nicht mehr enthaiUfif ui 
welche daher den äussern Kräften besondere Eigenschaften oeizi 
legen scheinen. Eine dieser Gleichungen ist die zweite der Gl« 
chungen (169) selbst; die Addition der vierten und fünft 
giebt eine andre, die letzte jener Gleichungen von der di 
ten abgezogen eine weitere. Aber die so erhaltenen GL 
chungen , nämlich 

2« 2« 2« 

i{Bcos^ — AsiBd)d^z=0, /^d^==0, /jP d^ = 

ü 

sind in Wahrheit nichts anders als die Bedingungen, weiche a^ 
sagen, dass die äussern Kräfte sich an der Platte das Gleicim 
wicht halten. Bezeichnet man nämlich durch ds ein Element der 
Peripherie, durch x,y seine Coordinaten, so sind, 

fjds, Cßds 
die Summen der Componenten, und 




/' 



[Bx — Äy) ds 

ist die Summe der Drehungsmomente. Sollen sich die äussern 
Kräfte nun das Gleichgewicht halten, so müssen diese drei Ausdrüolte 
verschwinden; und indem man sie gleich Null setzt, für x, t/„ ds 
aber a cosd-, a sin^, a dd- setzt, erhält man die in Rede stehenden 
Gleichungen. 

So ist denn also die Constantenbestimmung durchgefülBrt, 
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und die Zahl der Bedingungen hat sich als hinreichend, das 
Problem als ein bestimmtes ermesen. Nur die Constante B^ ist 
unbestimmt geblieben; es wird sich i/teiterhin zeigen, dass dies der 
Bestimmtheit des Problems keinen Eintrag thut. 

Es bleibt übrig, endlich die Functionen 9, Hf selbst zu be- 
stimmen; und dadurch zu dem allgemeinen Ausdruck der Ver- 
schiebungen u, v,iv zu gelangen. Dies geschieht mit Hülfe fol- 
gender Betrachtung. 

In Folge der Gleichungen (160) hat man: 



(170), . 



dtp 



cos {7 •+• ^; SID^, 



2 

v—v 

2 

1 + 6 
2 

V — V 



2 



' 2 

sin-^ + cos-ö" 

' 2 

1 — 6' 
sin^ + ^— r-^ cosO. 



rdd^ 2 ■ 2 

In Folge der ersten Gleichungen kann man setzen: 

r r 

9= cosd / ^-^ dr 4. sinO / ^^4"^ ^r + S, 



(171) 











r r 

ip=— cos^/ — ^ dr + sin-ö- / ^Zli ^y. + ©^^ 







wo &^ und 6j^ nur noch Functionen von d sind. Diese Ausdrücke 
ergeben bereits, nach r düTerenzirt, die verlangten Werthe; 
die Functionen 0^, 0, sind so zu bestimmen, dass auch die 
Werthe der Differentialquotienlen nach d' den Gleichungen (170) 
gemäss sind.^ Die DiiTerentiation der vorstehenden Ausdrücke 
nach ^ giebt aber: 



djp_ cos^ p(6+r) , 



r 



^ sin^ J XV+V) ^^ ^ ^»i 



dd^ 



dd' 



Ü Ü* 



Clebsch, Theorie elast. Körper. 
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y%i'-+^/%fi*+'Ä 



dijß cos -9" 

. 0" 0' 





Ersetzt man nun zunächst in den Gleichungen (161) die E 
ferentialquotienten nach x, y durch die Differentialquotienten na 
r, &, wodurch diese Gleichungen übergehen in : 

— r — Sin '9' r cos-ö" H — — COS -^ i — &\n^= 

or er rov' rod" 

a(g-r) . , d(v-v) . „ a J-T) . . , a(i?-V) ._ 

___ cos^ + -j^ s.n & - -^ s,n^ + -^ cos^ 

so lassen sich in den vorstehenden Gleichungen die nach 6 % 
nommenen Differentialquotienlen überall durch die nach r g 
noinmenen ersetzen, und man erhält: 



r 



dtp 

Ü 



r 



-"'^fiM+^'-^y^'^ 







at_cos^J^^_^.^^a(|-r)^^^ 



dd' 2 





r 

sin«' /Y / , a(i? — V)\, , 



0^ 



Die Integrale rechts kann man nun ausführen, und erhäl 
da die integrirten Functionen r {tj + ri'}, r (§ + |') für die untei 
Grenze r = verschwinden: 

Dies stimmt mit den Gleichungen (170) völlig überein, wen 
man nur S^, S^ constant annimmt, so dass ihre DifTerentialquc 
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tienten nach % verschwinden. Hält man diese Bedeutung der 
Grössen ö fest, so geben also die Gleichungen (171) die richti- 
gen Ausdrücke für q> und i/;. 

Um nun die Integration auszuführen, bemerke man, dass 
i,i nach (168) die Form haben: 

I' = S'o + ^1» 'n = Vo + Vi» 

und dass nach (167): 

J'o cos 'S" + 9/'o sin-O" = (» cos'8' + ^ sin-O* 
?/q cos-ö" + ^'q sin'8' == (» sin'8' — 6 cos'9'. 

Man kann daher auch schreiben: 



r 



9^= -^ J{^ + ^, + Q)dr + ^- J{ji+n^ + a)dr + 6,. 





r 



t=-^ /('?-'?'. + a) rfr + ^ /(^-^'' + 9) «^'- + &r 







Den Verbindungen ^ + q, v + ^ kamn man ferner mit Hülfe 
der Entwicklungen (165) und (168*) sehr leicht die Form geben: 

-i^ [^o+2^jrcos^+2^jrsin0"+3^2^cos20^+3^2''sin2^ 

1/ + tf = -^^ [^o+^/coS'8"— ^irsin^+^^r^ cos2d- ^^ r«sin2d...] 

Entnimmt man noch die Werthe von ^\, ^\ aus (168), so 
ergeben sich durch Integration endlich für (p und i/; folgende 
Entwicklungen : 

'P = ^i+ 8^?!^ {A,cos^+B,sm&) +j [A, cos2^ + B, sin2^) 



.3 



r , j ___oo. I T. _:_.oc^N ) 



H (^jj COS 30 + B^ sin3'9') . . .| 

— ^.\"*"^. |r (^0 cos 0—^0 sin 0) + r* ^, + r^ (^^ cosO -f ^jj sin-O) 

8(1 — ^J f 

+ r* (^3 cos 2-0 + j&3sin20) ...l 



12 



« 
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+ l\r {C,cos& + D,sm&) + j (C, cos 2^ + 2>/siii2^) 

+ -3 (^2 cos 3^ + B^ sin3^) . .. | 

+ — (^j sm3^ — B^ sin 3^) . . .( 

f . \r{Ao^\n -O"— i?o cos -») — r* ^, + r* (^^ sin ^- ^,cosO) 

+ r* (^3 sin 20— ^3 COS 2-^)... I 
+ ^ |r (CySin-a— 2>„cosd) -\ (C, sin 20 — 2>, cos 2^) 

+ — (CgSin30 — 2>gC0s3'0) ...| 

Nachdem ich diese vollständigen Enhnckelungen gegeben 
habe, \vird es hinreichen, auf die Gestalt kurz hinzuweisen, wel- 
clie die Verschiebungen u, v, w und die Spannungen annehmen; 
rrdnl man in den Ausdrücken (130), (132) nach Beseitigung dei 
liiieder mit z überall die Functionen ^, % |\ y\ und die nacl 
;\ O genommenen DilTerentialquotienten ein, so erhält man: 

U = —7: r {7- COS '9' -— r Sin '9'} + w 

V = TT— T I? sinO + -^ cosOJ + iß 
^z ^ 

w = — - — ä, 
1— fi 

und für die Spannungen: 
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'.=.-(r^ !(!-.).'+..« [C^-;ä)(-^'^-^'"'^) 



+ 






In den Ausdrücken der Verschiebungen kommen noch drei 
unbestimmte Con^anten vor, B, 0,, S^. Aber diese kommen 
weder in ^, ri vor, noch in den DifTerentialquotienten von ^; die 
Spannungen sind also jedenfalls bestimmt. Um ihren Einfluss 
auf u, V, tv in erkennen, lassen wir auf den Augenblick alles 

andre verschwinden. Es bleibt dann: 

Bx 
M = ©j ^ ^ B r sind' = 0, + 



t; = ©j — ^ B r 008-^ = ©^ — 

w; = 0. 



4 



Es ist schon oft erwähnt, dass Formeln dieser Art nur eine 
kleine Verschiebung des Coordinatensystems angeben, und zwar 
hier, wo w=0, nur eine Verschiebung parallel der XFEbene. Die 
Unbestimmtheit von ©j, ©g, B ist also auf das innere Verhalten 
des Körpers ohne Einfluss; man kann jene Constanten ohne 
TVeiteres verschwinden lassen oder ihnen beliebige Werthe beile- 
gen. Es ist also die vöüige Bestimmtheit des vorgelegten Problems 
hierdurch endlich erwiesen. 

Es ist ohne Zweifel möglich, das entsprechende Problem 
auch für andre Formen der Platte zu lösen, als für die hier an- 
genommene. Indess wird es genügen, in einem Fall Weg und 
Auflösung vollständig dargestellt zu haben, zumal schon dieser 
einfachste Fall nicht ohne Verwickelung erscheint. 

§ 4S. Biegung der Platte durch Kräftepaare die auf den Band 
wirken. Oleichförmige Bieg^g durch überall gleiche Kräfte- 
paare, welche um die Tangenten der Bandcurve der Mittel- 
fläche drehen. 

Ich habe endlich, anknüpfend an den § 40, noch von der 
zweiten Art von Gleichgewichtszuständen zu sprechen, welche in 
den allgemeinen Gleichungen (130), (132) enthalten sind. Für 
diese hat man: 
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(172) . 






W = f — C (1—^) 



^+y^ 



— » 



cz^ 



2 •" 2 

die Function f ist definirt durch die Gleichung 



(173) 



ay , ay 



aa:^ 



+ 



ay^ 



= 0, 



und die Spannungen werden: 

Ez 

Ez 



(174) 



11 



(S - <-) I) 



hz — 



h^ = - 



1+^ 

Ez 



(: 



ay 
ay 



- (i-f^) 



"2 



r) 



i+f* aa^ay 



Es ist charakteristisch, dass sämmtliche Spannungen hier miU 
z das Zeichen wechsein; dass die Spannungen also im untern 
Theil der Platte den Spannungen im obern Theil genau gleick 
und entgegengesetzt sind. Auch die Zugkräfte also, welche dei^ 
Platte parallel auf den Rand derselben wirken, sind zu beideik. 
Seiten der Mittelfläche gleich und entgegengesetzt. Sie übern, 
daher in ihrer Gesammtheit weder Zug noch Druck aus, sonderi». 
wirken nur als Drehungsmomente; und so ist der Charakter der* 
vorliegenden Formeln und der durch sie ausgedrückten Verschie— 
bungen Biegung durch blosse Kräftepaare. 

Die Mittelfläche selbst erfährt keinerlei Spannungen, wohl 
aber eine Gestaltsveränderung, in der Weise, dass ihre Punkte 
nicht seitlich (denn u und v verschwinden mit z) sondern normal 
verschoben werden. Die einzelnen Fasern hingegen bleiben ge- 
radlinig, indem sie nur ihre Richtung ändern. Setzt man näm- 
lich X =i X + u, y =^ y + V, z =i z + w, ^o kann man 
aus (172) bis auf Grössen höherer Ordnung die Gleichungen ab- 
leiten : 
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Betrachtet man x, y, die Coordinaten für die natürliche 
Lage der Faser, als constant, so sind dies die Gleichungen zweier 
Ebenen, welche sich in der verschobenen Lage der Faser durch- 
schneiden. 

Der einfachste aller Fälle ist der, wo auch f verschwindet, 
und also nur übrig bleibt: 

1 — ft , 1 — ft , 

u = cxz, V = cyz 

2 2 ^ 

JSzc{l — ii) 

'u — '« — 2(l + |ii) ' ^'^ ~ ^• 

Dieser Zustand kann offenbar bei jeder Platte, ganz unab- 
hängig von der Gestalt derselben, auftreten. Jede Fläche, wel- 
che der Mittelfläche parallel geht, hat in jedem ihrer Punkte 
gleiche Spannung, da i^^, i^^, von x^ y unabhängig sind; und 
diese Spannung besteht in einfachen nach allen Seiten hin glei- 
chen Ausdehnungen, da /jj = ]f„ und da die auf Verschiebungen 
der Elemente gegen einander hindeutende Spannung i^^ ver- 
schwindet. 

Die Gleichungen der verschobenen Fasern werden 

»' = »(' +^''> 

Die Geraden, welche hiedurch dargestellt sitfd, schneiden 
sich alle in demselben Punkt der ZAxe, 

a?' = 0, y = 0, z' = — —r 

(1 — f*) c 

Man kann also die verschobenen Fasern als Strahlen auffas- 
sen, welche von einem einzigen Punkte ausgehen. Endlich wird 
die Gleichung einer der Mittelfläche parallelen Fläche nach der 
Verschiebung, bis auf Grössen höherer Ordnung, indem man 
z z=: z + TV bildet und in tv die ursprünglichen Coordinaten 
X, y durch die verschobenenen x y ersetzt : 

/ = * - ^ [(l - ^) («:'« + y^) + ^*')]. 
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Man erkennt hierin sofort eine Rotationsparaboloid« dessen 
Scheitel durch 

a^' = 0, y =0, Z ;=zz — ^ ^ 

gegeben ist. Bezeichnet man für den Augenblick die Coordina- 
ten z des Scheitels durch S, so kann man die obige Gleichung 
auch in der Form schreiben: 

Man sieht daraus, dass die verschiedenen Paraboloide con ^ 

gruent sind und sich nur durch die Lage des Scheitels untei^ . 

scheiden, da die unterscheidende Grösse z nur in ^ entha 
ten ist. 

Diese äussern Kräfte, welche diesen Zustand hervorzubringe 
im Stande sind, werden durch die Gleichungen (134), (135) g 
geben. Man hat für den vorliegenden Fall: 

^E cz 

X = X.z = cosp 

E cz 
* 2 ^ 

Die Kräfte sind also für jede Seite des den RaiKr:^ d 
bildenden Cylinders ^dieselben, und überall norm^^K. 1, 
da X: r = cosp: sinp. Sie sind endlich in den verschiedeis ^ji 
Punkten derselben Cylinderseite den Abständen von der Mittelfläcr-^he 
proportional; Null in dieser selbst, wachsen sie nach beid 
Seiten derselben in entgegengesetztem Sinne. 



§ 46. Biegung durch Kräftepaare, bei welcher die Periph< 
der Mittellinie auf eine gegebene Oberfläche zu liegen konun.'ii 

In der allgemeinen Untersuchung, wo auch die Function / 
auftritt, werden die am Rande der Platte zu erfüllenden Bedin- 
gungen aus (135): 

( _, Ec'cosp E /ay . ay . '\ 

,^_. I ^^ = —2 — 1+^ te^^^^+M^ ^'"^; 

' ' ^M ^c^sinp E ( ay ^ ay . \ 
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Die auf den Punkt x, y, z des Randes wirkenden Kräfte 
baben dann die Componenten ^^z, Y^z; es ist bereits darauf auf- 
merksam gemacht worden, dass die Functionen X, Y nicht beliebig 
gewählt werden dürfen. Das Problem also, die Biegung der 
Platte beliebig in der oben angegebenen Weise zu bestimmen, 
lässt sich durch die hier angewandten Vorstellungen nicht lösen. 
Aber man kann eine Reihe von andern bemerkenswerthen Pro- 
blemen lösen, von denen ich hier nur eines erwähne: 

Durch passende, in der angegebenen Weise wir- 
kende Kräftepaare soll die Platte so gebogen 
werden, dass die Peripherie der Mittelfläche 
nach der Biegung auf einer beliebig vorge- 
schriebenen, der ursprünglichen Peripherie 
sehr nahe kommenden Oberfläche liegt. 
Sei nämlich die Gleichung der gegebenen Fläche 

F {x,y,z)-= 0, 

so dass für alle Punkte in der Peripherie der Mittelfläche diese 
Function einen sehr kleinen Werth habe. Führen wir nun statt 
^. y, z die Coordinaten x + u, y + v, z + m ein, welche nach 
der Verschiebung auftreten; die Bedingung des Problems ist, dass 
in der Peripherie der Mittelfläche 

F [x + II, X -{' V, z + w) = 

^^'- Entwickeln wir nach Potenzen von w, v, w und vernachläs- 
sigen die höhern, so erhalten wir 

F [x, y, 2) + w F' [x] ^vr [y)^w F' [z) = 0, 

^*ße Gleichung, deren Termc sämmtlich sehr klein und unter 
^*Oander vergleichbar sind , w cnn nur der Werth von F {x, y, z) 
^' h. die Abstände der ursprünglichen Peripherie von der ge- 
gebenen Fläche sich innerhalb gehöriger Grenzen befinden. Aber 
*^ör die Mittelfläche, wo z = 0, hat man aus (172): 

X •^" u 
U = V = 0, fV:=f—c{l—fl) 

Die Bedingungsgleichung reducirt sich also auf 

> ^ + y* F (^> y> ^) . 

r,=f-c (i-^)-__ = y^. 

^^ler es lässt sich das Problem ersetzen durch das einfachere: 
Die Platte soll durch die Kräftepaare so gebogen 



i:i 
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werden, dass die Peripherie der Mittelfläche 
senkrecht zu dieser Fläche selbst gegebene 
Verschiebungen erleidet. 
Ist N die Function, welche diese Verschiebungen darstellt, 
so muss also f ausser der allgemeinen Bedingung 

noch die Bedingung 

(175) w=f-c' (1-^) ^^ = A- 

an der Peripherie der Mittelfläche erfüllen. 

Dies^ist auf unendlich viele Arten möglich ; man kann nämll 
der Constanten c noch alle möglichen Werthe beilegen, da 
aber ist /* jedesmal vollständig bestimmt. Man kann also ei 
Lage derPlatte der vorgeschriebenen Bedingung g 
mäss jedesmal finden, indem man ihren ganzen RaMrm ^ 
noch beliebigen aber überall gleichen Kräftepaar^^ n 
unterwirft, welche um die Tangenten der Peripher* i^ 
der Mittelfläche drehen. 

Ich werde die Aufgabe für den speciellen Fall durchführen, 
wo die Peripherie ein Kreis ist. Setzt man dann wieder 

X ^ r cos'9' , y -=2 r sin-ö" , 

so ist die allgemeinste Lösung der Gleichung für /*, welche til^r 
zulässig ist, indem sie für r = keinen unendlich grosen Wei*t;b 
ergiebt, folgende: 

f:=zB + A^ r cos^ + A^ r' 00820" ... + B^r sin-O^ + B^ r* sin20- . . . 

Um dies einzusehen, darf man etwa nur auf das in § ^4 
behandelte Problem zurückgehn, wo für die Function §, v^enu 
man aus (158) ri eliminirt, die nämliche Gleichung gefunden 
wird, welche hier für f gilt, und wo in (165) die Reihenenl- 
wickelung von § genau mit der für f angenommenen überein- 
stimmt. 

Ist nun a der Radius der Peripherie, so nimmt die Bedin- 
gungsgleichung (175) die Gestalt an: 

N = A— —-^^~- a" + A^a cos-Ö- + A^ a« cos2^ ... 

+ B^a sin'8' + B^ a* sin2^ . . , 
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Die gegebene Grösse N kann man sich dabei als Function 
von -^denken. Die Formein (168**), (168") p. 174 und die dort 
angewandte Metliode liefern dann sofort die folgende Bestimmung 
der Constanten : 

2 27t J 



A = 

2 ' 271 

0' 

2n 



a» nj ^ 



JiZ=z-r- iNcosid'd^, 



2n 



Bi= -i- In siüi&dd', 



wodurch das Problem gelöst ist. 

Statt der Verschiebungen w, v bestimmt man bequemer die 
Verschiebungen parallel dem Radius r und senkrecht dagegen. 
Diese werden nach (172) und mit Rücksicht auf die Darstellung 
der Diflferentialquotienten nach r und d- in (163): 

M cos-ö" + v sin^ = — z{-^ — —^ -r) 

\dr 2 / 

V cos-^ — u sin-ö" =:= Z — I - 

rdd' 

C(l—fl) fl cz^ 

' 2 2 

oder, wenn man die obigen Reihen einführt: 

w cos-a-. + V sin^ = z (^AJT^ r —A^ cosO — 2^,rcos2^... 

— B^ sin'8'— 2^grsin2<0'... j 
»cos^ — u sin'8' = z[A^^md^ + 2A^rsm2^ . . . 

— B^ cos-O- — 25g r 0082-^. . .) 

c'ii — tt) (a* — r«) — ttz* 
rv^A + — \ +^,rcos^+^,r«cos2^... 

+ .5, rsinO + 5, r«sin2^... . 

Die Kräfte, welche diese Zustände hervorzubringen geeignet 
^*"d, haben nach dem Vorigen die Componenten 

X = X,z, Y = Y^z, 

^^ -^i, F, aus den Gleichungen (174*) zu entnehmen sind. Auch 
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hier ist es zweckmässig nicht die den Axen parallelen Compo- 
nenten zu bestimmen, sondern diejenigen, welche in die Rich- 
tung des Radius und in die Richtung der Tangente der Peripherie, 
fallen. Remerken wir, dass im vorliegenden Fall für jene For-* 
mein p mit d- zusammenfällt, und dass für jede Function 
[nach (163)]: 

■— cos-O- + — sm-O- = — 

ox cy dr 

ox oy rdd' 

so hat man zunächst aus (174*): 

_ Ec COS'» _ E d 

^ ~ 2 i+(i d? 

_ Ec sind' _ E d_ /df\ 
' ~ 2 l+(i dr \dy)' 

ferner aber, mit Anwendung derselben Formeln: 

Ec E av 

E a* /f\ 

Dies giebt die gesuchten Componenten, wenn man mit. z 
mulliplicirt; die erste wirkt dann in Richtung des Radius iztnd 
dreht um die Tangente, die zweite wirkt umgekelu^t in Richtung 
der Tangente und dreht um den Radius. Die Einführung des 
Werths von f giebt endlich, wenn R, T die soeben beschriebe- 
nen Componenten bezeichnen: 

R = — — T i2A^ cos2'9' + 6^, r cos3» + • . . 

2 1 + ft ^ « • 3 

+ 2^2 sin 2^ + 6^3 r sinSO . ..) 

Ez , 
r= -- (2^, sin2^ + 6^,rsin3'9' + ... 

— 1B^ cos2'9' — 6^3 r cos3^. . .). 

Ich füge noch eine Remerkung hinzu, welche geeignet ist 
das Problem in ein helleres Licht zu setzen. 

Nach den Formeln (31), (32) p. 48 ist die Veränderung v «ler 
Volumenheit auch dargestellt durch die Gleichung 



— 189 — 



^ = ^ (^11 + '22 + y • 



In dem vorliegenden Falle ist i^^ = 0, und wegen der Glei- 
chung für f erhält man aus (174): 



also auch 



^1 + i^^=Ecz . ^ 



{l—fi) {l—2(i) , 
V = ^ -^-^ -^ . cz 

1+ft 



Diese Grösse verschwindet mit c; es ist also ein besonderes 
Kennzeichen derjenigen Verschiebungen, welche von der Func- 
tion /* allein abhängen, dass bei denselben nirgend eine 
Volumenveränderung auftritt. So ist also das im 
Vorigen behandelte Problem, welches, wiewir sahen, 
unendlich viel Auflösungen gestattete, auf eine, und 
nur auf eine Weise lösbar, wenn man die Bedingung 
hinzufügt, dass an keiner Stelle der Platte Volumen- 
veräuderungen erscheinen sollen. Alsdann muss die bis- 
her willkürlich gebliebene Constante c verschwinden. Jedem 
andern speciellen Werth von c aber entsprechen ganz bestimmte 
Volumenvöränderungen in der Platte, welche in der Mittelfläche 
verschwinden, zu beiden Seiten derselben proportional der Ent- 
fernung von dieser Fläche zunehmen, indem sie auf der einen 
^ite als stetig wachsende Ausdehnungen, auf der andern als 
stetig wachsende Zusammenziehungen erscheinen. 



Theorie elastischer Körper, deren Dimensionen 
zum Theil sehr klein (unendlich klein) sind. 



§ 47. Allgemeine Ornndlage der Theorie von Körpern^ derex 
eine oder zwei Dimensionen sehr klein sind. 

Eine strenge Theorie solcher Körper, deren ein oder zwe 
Dimensionen sehr klein werden, verdanken wir KirchholT, welchei 
in seiner Abhandlung „über das Gleichgewicht und di( 
Bewegung eines unendlich dünnen elastischen Stabes* 
(Grelles Journal Bd.~56.) die zu befolgenden Principien entwickel 
hat. Ich werde im Folgenden seine Methode mit einigen Modi 
ficationen darstellen , indem ich mich jedoch dabei auf un 
crystaliinische Körper beschränke. Die Methode wird dadurch ii 
nichts verändert, die Rechnung bedeutend vereinfacht. 

Es ist schon oben (§ 13) erwähnt, dass in dem Fall eine 
Körpers dessen Dimensionen in irgend einer Richtung sehr klei 
sind, die Verschiebungen nicht mehr sehr klein anzunehmen sine 
wenn allerdings auch die Verschiebungen innerhalb eines Elementar 
parallelepipedons, welche oben durch a^ ß, y^cp, x^ i\f bezeichne! 
vnirden, nicht aufhören dürfen, sehr klein zu sein. Denken wir uns 
den ganzen Körper in kleine Theile zerlegt ; einen Stab in kleine 
Stäbe, deren Querschnitt der sehr kleine Querschnitt des gege- 
benen, deren Längen die Elemente einer Längsaxe werden; eine 
Scheibe in kleine Prismen, deren Höhe mit der sehr kleinen Dicke 
der gegebenen Scheibe übereinkommt, und deren Querschnitte 
Elemente ihrer Mittelfläche sind. In jedem Fall dürfen diese 
kleinsten Theile nur sehr kleine Verschiebungen in sich 
erleiden; aber die Verschiebungen der einzelnen Elemente können 
sich in der Weise addiren, dass die räumliche Verschiebung 
eines Elements sehr bedeutend wird. 

Aber selbst die kleinen innern Verschiebungen können hier 
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einen etwas andern Charakter annehmen, wie in den früher be- 
trachteten Fällen. Die Biegungen eines Stabes von endlichem 
Querschnitt blieben überall sehr klein, indem die dabei auftre- 
tenden Constanten, denen die Biegungen proportional wurden« 
sehr kleine Werthe erhielten. Dies ist nicht mehr nöthig, wenn die 
Difflensionen in irgend einer Richtung sehr klein werden. Denn 
alsdann kommen durch die Kleinheit dieser Dimensionen in die For- 
meln sehr kleine Factoren, welche von der Ordnung der Dimensionen 
selbst sind; daher können jene die Verschiebungen begleitenden 
Constanten endliche, selbst sehr grosse Werthe annehmen, ohne 
dass die Kleinheit der Innern Verschiebungen eines Elements be- 
einträchtigt wird. Was in solchem Fall nicht mehr durch die 
Kleinheit der begleitenden Constanteu erreicht wird , ist dann eine 
Folge der Kleinheit derjenigen.Factoren, welche den sehr kleinen 
^Dimensionen proportional sind. 

Jedenfalls darf man die Gleichungen, von welchen oben das 
«lastische Verhalten der Körper abhängig gemacht wurde, hier 
Qicht mehr anwenden, da sie wesentlich auf der Vernachlässigung 
von Quadraten und Producten der Verschiebungen und ihrer 
I^ifierentialquotienten beruhen. Aber allerdings sind sie noch 
anwendbar auf die Innern Verschiebungen der Elemente, in welche 
soeben die hier zu betrachtenden Körper zerlegt wurden. Ueber 
^ie Anwendung jener Gleichungen nun auf diese Elemente besteht 
®iu Satz, welcher von Kirchhoff herrührt, und von dessen Richtig- 
keit man sich leicht von vorn herein überzeugt. Dieser Satz, 
^e der wesentlichsten Grundlagen der Theorie, ist folgender: 
Die Innern Verschiebungen eines sehr kleinen Kör- 
pers sind nur abhängig von den Kräften, welche 
auf seine Oberfläche wirken, nicht aber von 
denjenigen, welche auf sein Inneres wirken, 
vorausgesetzt, dass die letztern nicht gegen 
die erstem ausserordentlich gross sind. 

Man sieht diesen Satz sofort ein, wenn man folgende Er- 
^Sigung anstellt. Nehmen wir an, dass die Grösse der auf das 
Aeussere wirkenden Kräfte, bezogen auf die Flächeneinheit, und 
^ie Grösse der auf das Innere wirkenden Kräfte , bezogen auf die 
'^olumeneinheit, entweder vergleichbar seien, oder die erstere sehr 
6i*oss gegen letztere; nur der umgekehrte Fall sei ausgeschlossen. 
l^ann ist die Grösse der wirklich auf die Oberfläche des kleinen 
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Körpers wirkenden Kraft der ganzen Oberfläche oder einem Theil 
derselben proportional, erhält also jedenfalls einen Faktor, welcher 
von der Ordnung der Grösse dieser Oberfläche ist. Die absolute 
Grösse der auf das Innere wirkenden Kraft hingegen wird proportio- 
nal mit seinem Volumen. Sind nun die Dimensionen des kleinen 
Körpers kleine Grössen erster Ordnung, so ist seine Fläche von der 
zweiten Ordnung, sein Volumen von der dritten; der Faktor also, mit 
weichem die auf das Aeussere wirkenden Kräfte behaftet sind, 
ist um eine Ordnung niedriger, als derjenige, mit welchem die 
auf das Innere wirkenden Kräfte behaftet sind. Sind also nur 
die letzten nicht an sich gegen die erstem sehr gross, so wird 
ihre Wirkung sehr klein gegen letztere und ist somit zu vernach- 
llissigen. Ich bemerke, dass genau dasselbe Princip bereits im 
Anfang lunserer Untersuchung benützt wurde, indem man die 
Innern Verschiebungen eines Elements nur von den auf seine 
Oberfläche wirkenden Spannungen, nicht aber von den auf sein 
Inneres wirkenden Kräften abhängig machte. Was dort auf Kör- 
per von unendlich kleinen Dimensionen angewandt wurde, er- 
scheint hier als zulässig bei Körpern von sehr kleinen Dimen- 
sionen: in jedem Fall aus dem nämlichen Grunde, dass man 
Grössen, welche die kleinen Dimensionen in höherer Ordnung 
enthalten, gegen solche vernachlässigt, in denen niedrigere Ord- 
nungen auftreten. 

So werden denn also die Innern Zustände jener Elemente 
nur von den Kräften abhängig, welche auf ihre Oberfläche wir- 
ken. Denken wir uns auf die freien Oberflächentheile keine 
äussern Kräfte wirkend, so sind es die von den angrenzenden 
Theilen herrührenden Spannungen, welche allein bestimmend 
werden. Die auf das Innere wirkenden Kräfte sind deshalb nicht 
wirkungslos. Denn denken wir uns ein endliches Stuck aus dem 
Körper herausgelöst, so sind die Spannungen selbst, welche das 
Stück mit den angrenzenden Theilen verbinden, durch die auf 
sein Inneres wirkenden Kräfte wesentlich bedingt, denen sie das 
Gleichgewicht halten müssen. 

§ 48. Büiine Stäbe (Federn, Drahte). Betrachtnng der Elemente. 

Ich werde mich zunächst mit Körpern beschäftigen, bei wel- 
chen zwei Dimensionen sehr klein sind, also mit sehr dünnen 
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Stäbeiä, Und zwar denke ich mir dieselben zunächst als ursprung- 
lich greradlinig; der Querschnitt soll überall derselbe sein. Der 
Stab ^wurde oben bereits als aus kleinen Elementen der Länge nach 
zusancftnengesetzt gedacht; aus kleinen Cylindern, deren krumme 
Oberflache keinen Kräften unterworfen ist, bei welchen man die 
auf dsis innere \^irkenden Kräfte vernachlässigen kann, weiche 
an den ebenen Endflächen durch die von den angrenzenden Thei- 
len herrührenden elastischen Kräfte ergriffen sind. Nun wurde 
aber im Früheren das Problem behandelt, den Gleichgewichtszu- 
stand eines Cylinders zu bestimmen, wenn die Componenten und 
Dreht:&Dgsmomente gegeben sind, welche auf seine Endflächen 
wirken. Zwar waren jene Formeln nur bei einer gewissen Ver- 
theUvmg der Kräfte streng richtig, aus welchen jene Componen- 
ten vind Drehungsmomente sich zusammensetzen. Aber die dabei 
einti-etende Ungenauigkeit wird offenbar um so grösser, je grösser 
der Querschnitt ist, und wird verschwindend klein, wenn der 
Ouftirschnitt selbst verschwindend klein ist, wie in dem vorliegen- 
den lall. Wie also auch dann in Wirklichkeit die eintretenden 
SpaüBungen über den Querschnitt vertheilt seien, immer wird 
n^*^ sie sich bis auf Grössen höherer Ordnung so vertheilt denken 
können, wie die oben in dem de Saint -Venantschen Problem er- 
l^^ltenen Formeln sie ergeben. Man kann also jene Formeln sofort 
*^ die kleinen Verschiebungen anwenden, welche im Innern eines 
^^^ gedachten Elemente auftreten. 

Es sind die Gleichungen (65) p. 79 auf welche ich mich stütze, 
^*^d in weichen nur, wie oben bewiesen, 6 = zu setzen ist. 
Legen wir den Anfang derCoordinaten in denjenigen Punkt, welchen, 
^ der verschobenen Lage, der Schwerpunkt des einen das Element 
^begrenzenden Querschnittes einnimmt; die positive ZAxe sei die 
l'angente der Curve, welche die SchwerpunktsUnie des Elements 
^ann bildet. Es müssen also in jenen Gleichungen u, v, w für 
oc=. 0, y = 0, 2 = verschwinden, und da Sl ohnedies für diese 
Berthe seiner Defmition nach verschwinden sollte, so folgt daraus: 

a = 0, a" = 0, c = 0. 

Aber auch für den nächsten Punkt der Axe, dessen Coordi- 
naten 0, 0, dz sind, sollen u, v verschwinden, da derselbe der 
ZAxe angehören soll. Es folgt daraus weiter, dass 



o 



b = 0, b' = 0. 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 23 
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Endlich legen wir die XA\e so, dass sie die Curve im An- 
fangspunkt berührt, welche durch die Protection der verschobenen 
Lage einer Ilauptaxe der Endfläche auf die zur ZAxe senkrechte 
Ebene gebildet wird; die FAxe fallt dann von selbst in die gleiche 
Richtung bezuglich der andern Hauptaxe. In der That mrd beides 
erreicht, wenn man 

«0 = 

setzt; denn für die auf den Hauptaxen dem Anfangspunkt sehr 
nahe Hegenden Punkte, deren Coordinaten sind: 



dx, 
0, 



0, 









hat man dann die Verschiebungen: 



w = — (la dx, V = 0, 
w = 0, V = — fjtady; 

so dass also die Projection des ersten Punkts auf den Querschnitt 
auch nach der Verschiebung auf der ZAxe, die des zweiten auf 
der FAxe bleibt. Durch diese Annahmen ist die geometrische 
Lage des Coordinatensystems völlig bestimmt. In der natürlichen 
Lage des Stabes rückt dasselbe, wenn man es mit dem Element 
fest verbunden denkt in diejenige Lage hinein, in welcher die 
ZAxe mit der Richtung der ganzen Stabaxe zusammenfällt, die 
X, FAxen aber die Hauptaxen des Querschnitts werden. Die 
Ausdrücke der Verschiebungen im Innern des Elements werden 
nunmehr: 



(1). 



u=z — fi{ax + a, — ^ i-a^ocy 

z^ z^ 

+ \yz — a, ~ — h,- 



y,:L^ 



y 



+ K^y 



) 



»=: — ft^ 



«y + «,^ + «s 



y 



~/ ^^V * 



xy + h,^ 



y'—^ 



) 



z^ z^ 

— Kzx — a^ — — h^- 



r2 



w=zz[a + a^x + a^y) + - [b^x + h^y) 
+ Sl — h^xy'^ — h^x^y\ 
die Spannungen aber sind: 
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f.. =0' 'm = 0. '., = 
'33 = £! [(a + a^x + a^y) + z {b,(c + b^ y)] 



(la).. 



'., = 



E 



2(1 +(t) 






*23 



Die geometrische Lage des Coordinatensystems ist hier ein 
wenig anders bestimmt, als in den früheren Betrachtungen; die 
Ausdrücke der Spannungen werden selbstversiändiich dadurch in 
keiner Weise geändert. 

Diese Gleichungen gelten nur für sehr kleine Werthe von 
X, y^ z; für sehr kleine Werthe von x und y, insofern die Quer- 
schnitte des gegebenen Körpers sich nur auf ein sehr kleines 
Gebiet in der ZFEbene erstrecken; für sehr kleine Werthe von 
z, insofern dieselben ausdrücklich nur auf ein kleines Stück des 
Stabes angewandt werden. 

Es ist vor allem wichtig, sich über die Ordnung der in diesen 
Formeln auftretenden Grössen zu orienUren. Bezeichnen wir 
durch f eine Zahl, welche von der Ordnung der Querdimensionen 
des Stabes ist, so sind x, y, z von der Ordnung b. Die Grössen, 
a, a^, öj, \, 5j, 6j drücken sich nach den Formeln (86) p. 102 
durch die Componenten und Drehungsmomente aus, welche auf den 
Endquerschnitt des Elements wirken, und welche im Allgemeinen 
von gleicher Ordnung sind, oder wenigstens nicht unterhalb einer 
gewissen allen gemeinsamen Ordnung fallen. Nimmt man der 
Einfachheit wegen den Querschnitt für die Hauptaxen symmetrisch 
an, so sind Jene Formeln: 



(2) 



a = -- , 0^ = — 






E}}q ' Ek^q 

Ä _ B 



'2 



Ey?q' ' ETt'q' 



WO der Kürze wegen: 



13* 
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gesetzt ist. Hier sind die Trägheitsradien k, X von der ersten 
Ordnung; ebenso ^, wie aus der Untersuchung von B^ folgt, 
welche zugleich mit der von B^, B^, den andern in ^ auftreten- 
den Functionen, geführt werden soll. 

Man hatte: 

Ä = b,B, + b,B, + b,B,, 

wo die Functionen B im ganzen Querschnitt den Gleichungen 

?!^« -L ?!£« _ 

^ + ^' = 

genügen mussten, in der Peripherie aber den Gleichungen: 

■r— cos/? + -T-^ Sin/? = X sinp — y cos/? 

dx oy 

y^ cos/? + — * sin/? = '— cos/? + (|[i + 2) xy sin/? 

a^ '■ a^2 . ... . fiy'+ {2—fi) x^ . 

-7— cos/? + -r-^ sm ö = (a + 2) xy cos/? H ^ — sin/?. 

dx oy 2 

, Setzen wir in diesen Gleichungen 

X = ex, y = sy\ 
so sind, da x, y überall von der Ordnung b sind, x\ y endliche 
Zahlen; die Gleichung des Querschnitts geht in eine Gleichung 
zwischen x und y über, welche nichts anderes darstellt als die 
Figur des Querschnitts selbst, im Verhältniss von s : 1 vergrössert, 
mithin eine Figur von endlichen Dimensionen, da die Dimensionen 
der ursprüngUchen Figur von der Ordnung b waren. Die Grössen 
cosp, sinp bleiben bei diesem Uebergang endlich. Und man 
erhält also für die Peripherie die Gleichungen: 

dB^ dB^ , , , , 

-77-7 cos » + -r-7 smp = £ (ic siD/? + y cos/?) 

BOX BOy \ jr u jTj 

_^ cosp + ^ sinp p= B^ P ^\ ^^^ cosp + (^+2) xy' sinpj 
^' cosp + — *, sinp = B^ p+2)xy cosp + ^^ ^^^ ^^ sinpj 



— 197 — 



HO alle vorkommenden Grössen bis auf £ endlich sind. Mittler- 
weile verändern sich die allgemein zu erfüllenden Gleichungen 
für Bq, B^, B^ durch diese Substitution gar nicht, nur dass x, y 
in denselben an die Stelle von x, y treten. Aus allen Gleichun- 
gen also verschwindet b gänzlich, wenn man setzt: 

Bq = s Bq, B^ =:^ b B^, B^ = b B^; 

und man darf daher B^, B^, B^ als überall innerhalb des Quer- 
schnitts endliche Grössen betrachten. Man sieht also, dass B^^ 
von der Ordnung ^ ist, B^ und B^ aber von der Ordnung £*; 
die Differentialquotienten von B^ sind dann nach den eben ent- 
wickelten Betrachtungen von der Ordnung c*. 

Hieraus erkennt man, dass O wirklich von der ersten Ordnung 
ist, indem alle Glieder von -^^ von der zweiten werden. Reducirt 
Man aber die Ausdrücke der w, v, w mit Hülfe der Gleichungen 
(2) und der soeben angestellten Betrachtungen auf die Terme 
niedrigster Ordnung, so bleibt: 



(4) 



xy 



Equ = — ft^' -f + B' 



X' 



xy 



Eqv = (aB' -^ + .^ 



Eqw r= — B' 



xz 



+ Ä 



2;l« 

\^[^ — y^) — g' 

2x* 

yz . ^ B. 



0XZ 



X* 






^ 



^*^ichungen, welche nur noch von den Drehungsmomenten ab- 
*^^ngen, von den Componenten A, B, C aber völlig frei geworden 
^^Hd. Will man auch den Fall berücksichtigen, wo die längs der 
^Xe des Elements wirkende Componente C vorwiegend gross wird, 
^ hat man diesen Gleichungen nur die Glieder 

(4a) — ^Cx, — ^ Cy, Cz 

hinzuzufügen. Der Fall wo A, B vorwiegend gross werden, erfor- 
dert ebenso die Beibehaltung der Terme: 

A^ 



— f^« (- 



(4b) 



x^ — y^ 



11} 



\KZ 



( Äxy 



+ B 



2* fAx By\ 

T vi*" "•" W 



+ 



y' --^ \ _ B^ 
2x* / 6x« 

AB^ BB^_ Ax^ 



Bx^y 



X' 



lind in Folge dessen besondere Betrachtungen. 



§ 49. Bedingangen für die Contmoität des ans den betrachteten 

Elementen gebildeten Stabes. 

Wenn so Ausdrucke gefunden wurden, welche Zustände eines 
dem Körper angehörigen Elements darstellen können, so ist es 
noch fraglich, ob diese Zustände auch der Art sind, dass Elemente, 
welche sich in denselben befinden, einen continuirlichen Körper 
bilden können, wie es hier der Fall sein muss. Zur Entscheidung 
(fieser Frage, und zugleich zur Bestimmung der Gestalt des ge- 
bogenen Stabes fuhrt folgende Untersuchung. 

Seien , bezogen auf irgend ein gegebenes Coordinatensystem, 
§, 71, f die Coordinaten desjenigen Punktes, den wir oben, in 
Bezug auf ein Element des Stabes, zum Anfang der Coordinaten 
X, y, z gewählt haben. Dieselben sind verschieden für die ver- 
schiedenen Elemente, und zwar bildet die Reihenfolge aller Punkte 
^, Tj, ? die SchwerpunktsUnie des Stabes. Diese ist ursprüngUch 
gerade gedacht; ist dann s die Entfernung des Punktes, welcher 
später die Coordinaten J, rj, ? annimmt, von dem einen Ende des 
Stabes, so kann man ^, rj, t als Functionen von s betrachten. 

Die Lage des in jenem Element angenommenen Coordina- 
tensystems ist in Bezug auf das im Raum fixirte System 
X\ Y\ Z' in folgender Weise bestimmt. Ziehen wir in dem 
Coordinatensystem der x, y, z von dem Anfangspunkt ^, % f nach 
dem Punkt x, y, z eine gebrochene Linie, welche Anfangs, eine 
Strecke x hindurch, auf der ZAxe, vom Ende dieser Strecke, 
eine Strecke y hindurch parallel der FAxe verläuft, endlich vom 
Ende dieser zweiten Strecke, parallel der ZAxe, eine Strecke 
z hindurch vorwärts geht; diese gebrochene Linie endigt im 
Punkte Xy y, z. Die Coordinaten x\ y, z\ dieses Punkts bezüg- 
Uch des festen Systems im Raum bestehen dann respective aus 
den Strecken §, % f und aus den Projectionen der gebrochenen 
Linie auf die Axen der x\ y, z, 

Bezeichnan mir nun die Cosinus der Winkel, welche die 
XAxe gegen die Axen der x\ y\ z bildet, durch a^, /5,, y,, die 
Cosinus der Winkel, welche die Y und ZAxen bilden, ebenso durch 
^2' /^2> ^2 u^^ durch a^ ß^ y. Dann erhält man auf die ange- 
gebene Weise für die Coordinaten x\ y, z folgende Ausdrücke: 
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x' = ^ + a^x + a^y + az 

y = V + ßi^ + ßiV + ß^ 
z '=^ t + YiHC + y^y + yz. 

Nach der Verschiebuug aber hat der Punkt x, y, z die Coor- 
dinaten .r+w, y + v, z + w gewonnen. Die vorstehenden 
Gleichungen also geben sofort, statt allgemeiner Beziehungen zwi- 
schen Coordinatensystemen, die verschobenen Coordinaten des in 
einem Element ^, % f befindlichen Punktes x, y, z, durch die 
Formeln an; 

ix = i + cc^ [x + u) + tt^ {y + v) + « (2 + w) 
y =ri + ß,{x + u) + ß^[y -^v) + ß {z + w) 
2 = ? + yi (^ + w) + y, (y + ») + y (« + w)- 

Betrachten wir jetzt den Stab als Ganzes, so sind darin 
^icht Mos S, % t sondern auch die CoefOcienten « etc. von einem 
Clement zum andern veränderlich, und daher als Functionen von 
* anzusehen. Bemerken wir aber, dass wir von einem Punkte 
^■^s Stabes zu einem, in der Richtung der Stabaxe ihm benach- 
*^^rten, auf doppelte Weise fortschreiten können; einmal indem 
^^ir ihn als benachbarten Punkt desselben Elements auffassen und 
^Iso z in z + dz verwandeln ; zweitens aber indem wir denselben 
^ti dem folgenden Elemente als genau ebenso gelegen auffassen, 
v?ie der erste Punkt in dem vorhergehenden Elemente liegt, indem 
\\ir also z ungeändert lassen, aber, von einem Element zum fol- 
genden vorgehend, s m s + ds verwandeln. Durch die eine 
Operation gehen x\ y, z über in 





.' + |'a. 


z + — dz. 


andere in: 






^+ a, '^*' 


y^%-' 


' 1 ^^' j 



Endlich ist aber ds = dz, da beide Grössen die Entfernung 
der betrachteten Punkte in ihrer natürlichen Lage ausdrücken. 
Die Continuität des Stabes ist nun offenbar g|||pbrt, wenn die 
obigen beiden Fortschreitungsarten wirklich immer auf denselben 
Punkt führen, d. h. wenn: 

dx' dx' dy dy dz dz' 

dz ds dz ds dz ds 



* » 
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Und man bildet also die für die Continuität des Stabes er 
forderlichen Beziehungen, wenn man die obigen Ausdrücke voi 
x\ y, z auf beide Weise differenzirt und die Resultate einande 
gleichsetzt. Hiebei tritt «in^, i;, ^, or..., und auch mögliche 
Weise in den Constanten a, h auf, welche die in dem Elemen 
eintretenden Verschiebungen u, v, w enthalten. Man hat daher au 
den gegebenen Werthen von ^, rj, f folgende Gleichungen: 

du ^ dv , / . drv\ du ^ dv , dm 

+ 5; + ("^ + ")dr + ^ + ''^df + (' + '")- 

'^* dz^ ^* dz^ ^\ ^ dz) '^' ds ^ *^* ds^ ^ ds 



+ 'j+(- + «)f + (^+'')f +(^+'^) 



du dv 

Vz '^'^^dz 



--- . ._ , / . dw\ du , dv , dw 

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr, wenn man folgewi 
Erwägungen anstellt. 

Die neun Cosinus ce, ß, y etc. sind nicht unabhängig von einaj 
der. Denn erstlich sind or, jS, y Cosinus, welche eine bestimn) 
Richtung gegen die Axen der x, y, z bildet, ebenso a, jS, y sim 
die Cosinus einer zweiten, a^, ß^, y^ die einer dritten Richtung 
Zwischen diesen Grössen bestehen also die Gleichungen, welch 
für die Cosinus einer jeden Richtung gelten: 

(cc' + ß' + y' =1. 

Aber jene drei Richtungen bilden die Axen der x, y, z un 
sind also gegen einander senkrecht. Es verschwinden also di 
Cosinus der V/itki, welche diese Richtungen gegen einander bildei 
oder man hatl^^ 

«2«f + ßzß + ny =ö 

(6). ... {« «i + jS (3, +y.y, = 

«l«t + ßißi +^1^2 = 0. 
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Endlich treten auch zwischen den |, rj, i und diesen Cosinus 
Beziehungen dn. Denn die Richtung a, ß, y fällt mit dem 
Element der SchwerpunktsUnie zusammen, dessen Projectionen 
auf die Axen der x\ y, z die Grössen rf|, dri, dt sind. Die ur- 
sprüngliche Länge dieses Elements war äs. Hat sich dasselbe um 
o ds verlängert, wo eine kleine Grösse erster Ordnung ist, so 
werden also die Projectionen des Elements auch ads{i -|- 0), 
ß ds{\ + a), y rf^ (1 + 0)9 und man hat also die Beziehungen: 

(7)...|=«(I+.). g=Ml+.). |=y(l+.). 

welche, mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grösse a auch 
übergehen in: 

(c^\ d^ dri dt 

Aus den zwischen den a etc. angeführten Beziehungen er- 
S^ben sich nun weitere durch Differentiation nach s, von welchem 
^lese Grössen allein abhängen, nämlich: 



(9) 






da , . dß , dy 



(10) . , 



' ds'^'^^ds^^'ds ds ^ ds y ds ' 

da. , o dß, dy. da . dß dy 

' ds ^^' ds ^^' ds ' ds ^* ds ^* ds ' 



^obei Tj, Tg, r als neue Bezeichnungen eingef^rt sind. 

Multiplicirt man nun die oben entwickMp Gleichungen 
zwischen den Düferentialquoticnten von u, v, tv zuerst mit «j, j3j, y^, 
dann mit or,, ß^, y^, endlich mit et, ß, y und addirt jedesmal, 
so erhält man mit Hülfe der so eben dargestellten Gleichungen 
die einfacheren Formeln: 
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(11) 



— = ^ + r^{z + tv) — r [x + u) 

^ = ^ + r^i^ + u) — r^ {y + v) + a. 



Diese Gleichungen müssen nun, wenn die Formeln (4) wirk- 
lich mögliche Verschiehungen der Elemente, als einem continuir- 
liehen Körper angehörig, darstellen können, his auf Grössen 
höherer Ordnung durch jene Formeln erfüllt sein. Bemerken 
wir nun, dass bei der Differentiation nach z sich die Grössen 
u, V, w immer um eine Ordnung unendlich kleiner Grössen er- 
niedrigen, was bei der Düferentiation nach s im Aligemeinen 
nicht geschehen wird, und dass ti, v, w klein gegen x, y, z, so 
reduciren diese Gleichungen sich auch auf: 

dz 

dv 



z=z r y — r^z 



dz ='-.*-'-^ 



dw 



:= r^x — r^y + a. 



und wenn man hier aus (4) die Werthe der u, v, w einfuhrt, so 
erhält man durch Vergleichung der Coefßcienten: 



(12) 



Ä 



l r — 
'2 — 



EqX* 

_ c 

während im Allgemeinen <y, welchem in — kein Glied entspricht, 

von höherer QpBung sein muss. Stellt man sich hingegen C 
als gross vor gegen A\ B\ C, und berücksichtigt noch die Terme 
(4a), so erhält man weiter 

(12a) « = ^. 
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Die Berücksichtigung der Terme (4b), welche von den Kräf- 
ten A, B abhängen, ist in dieser Weise nur dann möglich, wenn 
man die Vorausetzung aufgiebt, dass die Differentialquotienten von 
u, V, w nach s von derselben Ordnung bleiben, wie u, v, w. 
Vielmehr muss man dazu annehmen^ dass in den Ausdrücken von 

du dv dfü dr dr^ j j- 

— » ^» — die Glieder —* — * sehr gross werden gegen die 

GS US GS OS (*S 

Werthe von r^, r,; und man erhält dann, indem man in den 
Gleichungen (11) die betreffenden Terme von tt' tt' tt- zurück- 

^ ' GS OS ÖS 

behält : 

/.OM ^* — _^ , ^^ ?- 

^^^ ' ds ~ M'q ds "^ EK^q 

Diese Erscheinung hat eine einfache Bedeutung. Man sieht 
daraus, dass der Stab im Allgemeinen bestrebt sein wird, eine Ge- 
stalt anzunehmen, in welcher für keinen seiner Querschnitte die seit- 
lichen Gesammtcomponenten unverhältnissmässig gross werden. Ist 
es ihm nicht möglich eine derartige Gestalt in allen seinen Theilen 
anzunehmen, so werden gewisse ausgezeichnete Punkte auftreten, in 
denen die gegen die Axe des Elements senkrechten Kräfte A, B 
vorwiegend werden, und in denen dann zugleich eine der Grössen 

df dt* 

—^> —^ oder beide sehr grosse Werthe erhalten. Um die geo- 

ds ds 

metrische Bedeutung hiervon einzusehen, bemerke man nun, dass 

für 2; = 0, also in der Axe des Stabes nach (4): 

^__^__ dH A[ _ 

Nun ist bereits früher (§38) darauf hingewiesen, dass die 
Grössen links bis auf sehr kleine Grössen die reci- 
proken Krümmungshalbmesser derjenigen Curven be- 
deuten, welche man aus der Projection der Schwer- 
punktslinie auf die, durch die Axe des Elements und 
je eine Hauptaxe des Querschnitts gelegten Ebenen 
erhält. Eben diese Bedeutung haben also» abgesehen 
vom Zeichen, r, und r^. Und in der Nähe jeAer ausgezeich- 
neten Punkte muss also wenigstens einer dieser Krümmungs- 
halbmesser sich sehr schnell ändern, da einer wenigstens von den 

dr dr 
Differentialquotienten — S — * verhältnissmässig gross wird. 
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Es mag hiebei auch sogleich an die geometrische Bedeutung 
von r erinnert werden. Schon in § 27 wurde gezeigt, dass der 
Torsionswinkel eines Stabes von der Länge / durch hjt ausge- 
druckt sei. In unserm Falle ist für / die Länge ds eines Ele- 
ments zu setzen ; ferner ist , 

und es hat also r die Bedeutung, dass r ds die Torsion 
des Elementes ds anzeigt. 



^0 = — ^^7;ri- = r. 



§ 50. Bedingungen für das Gleichgewicht des Stabes. 

Um nun endlich zur Bestimmung der wirklichen Gestalt des 
Stabes zu gelangen, bilden wir die Bedingungen des äussern 
Gleichgewichts für ein Element von der Länge ds, welches durch 
die aus den benachbarten Elementen entspringenden Componenten 
und Drehungsmomente, ausserdem aber durch äussere Kräfte er- 
griffen wird, welche auf das innere des Elements wirken; wodurch 
daitfi zugleich das äussere Gleichgewicht des ganzen Stabes ge- 
sichert ist. 

Es wurden die Componenten, welche auf das Ende eines 
Stabes (hier eines Elements) in dessen Schwerpunkt wirkten, durch 
A, B, C bezeichnet, die Drehungsmomente durch -/, B\ (f; alles 
bezogen auf das Coordinatensystem der x, y, z. Die Componenten, 
bezogen auf das im Raum feste System der a:', y, z\ sind dann, 
indem man jede Componente auf die betreffende Axe projicirt 
und die Summe der Projectionen nimmt: 

nach der Axe X" : Ace^ + B a^ + Ca 

nach der Axe Y" : Aß^ + B ß^ + Cß 

nach der Axe 7! \ Ay^ + By^ + Cy\ 

um ebenso erhält man die Drehungsmomente oder Kräftepaare: 

um die Axe X! \ Ä a^ + jP' «g "H ^ ^ 
um die Axe Y : Ä ß^ + B' ß^ + (f ß 
um die Axe Z^ : A' y^ + B' y^ + (f y. 

Diese wirken mit entgegengesetzten Vorzeichen auf die eine 
Endfläche des Elements; auf die andere, mit beibehaltenem Zei- 
chen, die Grössen, welche durch den Uebergang von s in s + ds 
aus diesen hervorgehen. Zu beiden treten äussere Kräfte. Es 
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seien nun X^dxdyds, Y'dxdyds, Z'dxdyds die nach den Raum- 
axen gerichteten Componenten der äussern Kräfte, welche auf das 
Element dxdyds des Körpers wirken. Die Summen dieser Com- 
pQneoten, erstreckt über das betrachtete Element qds, sind dann 

üds, Vds, Wds, 

wenn TJ, V, W die Integrale 



dy 



U= I jX'dxdy, r= I JY'dxdy, W = j l z: dx 

bezeichnen, ausgedehnt über den ganzen Querschnitt. 

Bilden wir nun zuerst drei Gleichgewichtsgleichungen, indem 
wir die Summen entsprechender Componenten verschwinden lassen, 
so erhalten wir, nach Division mit ds, folgende Gleichungen: 

^ [Äcc, + Bcc, + Ca) + 17 = 



(13) 



ds 
^~ (^y, + ^y, + Cy) + W = 0. 



Bilden wir gleicherweise drei weitere Gleichgewichtsbedingun- 
gen, indem wir die auf das Element wirkenden Kräftepaare, welche 
um jede der Axen X\ Y\ Z' drehen, addiren und die Summen 
einzeln gleich Null setzen, so ist zu bemerken, dass aus den 
Kräften A, B Kräftepaare entspringen, indem diese, im Abstand 
ds von einander, parallel, entgegengesetzt, und bis auf unendlich 
kleine Grössen gleich, auf die entgegengesetzten Flächen des 
Elements wirken. Die Kräfte C, welche In die Axe des Elements 
selbst, also (bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung) 
in dieselbe Richtung fallen, geben kein Kräftepaar. 

Die Momente der erwähnten Kräftepaare sind Äds, Bds; 
wenn man ferner die Bezeichnung festhält, dass von der Seite 
der Axe gesehen, das Kräftepaar drehen soll, wie der Zeiger einer 
Uhr, und sich erinnert, dass von der positiven XXxe gesehen, 
der Zeiger einer Uhr sich durch 90" von der positiven TAxe zur 
positiven ZAxe bewegen sollte, so fallen die Axen der Paare in 
die + ^Axe und in die — XA\q. Ihre Componenten bezüglich 
der Axen X\ Y\ Z' sind also; 

cc^Äds, ß^Ads, y^Ads 

— a^B ds, — ß^B ds, — y^B ds. 
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Zu diesen können noch Kräftepaare treten, welche von de 
äussern, auf das Innere wirkenden Kräften herrühren. Nach de 
im Vorigen gewählten Bezeichnungen sind ihre Momente nicht 
anderes, als die Drehungsmomente der Kräfte X'dxdydSy Y'dxdyd 
Z'dxdydz, bezogen auf die den Raumaxen parallel durch de 
Punkt §, fi, J" gelegten Drehungsaxen. Die Angriffspunkte der b( 
trachteten Kräfte, soweit sie auf jenes Element wirken, liegen all 
in demselben Querschnitte, oder es ist für dieselbe in demjenige 
Coordinatensystem X, Y, Z, dessen Anfangspunkt in §, rj, ? lieg 
z = 0, Die gedachten Drehungsmomente werden also mit Rücl 
sieht auf (4") p. 199: 

dsff[z'{y' — fi) — r[z — ?)] dxdy 

= ^'ff[^' ißi^ + ß2y) - Y' (y,x + y,y)\ dxdy 
^5 jy[z'(z' - t) — ^{x — S)] dxdy 

^'JJ[_^'i^' - I) - r{y- ri)\ dxdy 

wo die Integrale wieder über den ganzen Querschnitt auszu 
dehnen sind. 

Führt man indess die Bezeichnungen ein: 

[/j == j jx'xdxdy, U^ = j j X' y dx dy 
V, = I JY'xdxdy, V^ = j j Y' y dx dy 

W,= I Iz'xdxdy, W^ = j jz'ydxdy, 

so erhält man für diese Momente die einfachere Form: 

(^1^1 + ß^W,-y,V, -y,V,) ds 

(yi ^1 + ^2 ^2 - «i ^i - «2 ^2) ds 
[a, V, + a,V,- ß, ü, - ß, U,) ds; 

und wenn man jetzt die Summen der Momente entsprechende 
Kräftepaare verschwinden lässt, so ergeben sich, nach Divisio 
mit ds, folgende drei weitere Gleichgewichtsbedingungen: 



207 — 



• (14) . 



+ ßy^^ + ß*W, - y.r, - y,F. = 
I {^ß, + B\ + Cß) + Aß, - Bß, 



- (^y, + 5>, + Cy) + Ay, - By, 

Die Gleichungen (13), (14) sind die seclis Glcichgcnlrlitsbc- 
dinguiigen, um weiche es sich liandelt. Ich denlte mir die in den- 
^bcn vorliommenden Diflcreiitiationcn ausgeführt, und vereinfache 
sie, indem ich die drei Gleichungen jedes Systems respcctive 
™'' «1, ßi, y„ oder mit «,, /?,, y,, oder endlich mit a, ß, y mul- 
upllcire imd jedesmal addirc. Hit Rücksicht auf die Gleichungen 



(2) 



(15) 



(6) erhält man dann aus (13) sofort: 

- r^C) + a,U + ß,V + y^W = 






^ + (r.C -rA)+a,U + ß,V + y,JF=0 

dC 

— + {r,A-r,B) + aU + ßV + yW=0. 



Um auch die ans (14) entspringenden Gleichungen bequem 
^** bilden, bemerke ich, dass die angegebenen Operationen im 
^**Unde nichts weiter bedeuten, als dass man die Kräfte, resp. 
■^'^äftepaare, nach den Axen X, F, Z zerlegt, statt nach den Axen 
^ » Y', Z\ Man kann daher die von den äussern Kräften her- 
^'uhrenden Terme in den entstehenden Gleichungen a priori bilden, 
^^s zu einfacheren Formen führt. Wenn man die Kräfte X'dxdyds, 
^^- nach den Axen X, F, Z zerlegt, so erhält man offenbar die 
^^niponenten : 

[ct,X' + ß^r + y,Z') dxdyds 

(a,r + jS.r + y,Z') dxdyds 

[a X + ß Y + y Z) dxdyds. 

Die Summen der in dem Elemente qds von diesen Kräften 
■herrührenden Kräftepaare, bezogen auf die Axen der X, F, Z 
^^■^d also, da die Coordinate z überall innerhalb des Elementes 
Bleich Null ist: 
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ds j j {« X" + ß r' + y 2^ydxdy= {aU^+ ßV^ + yW^^ds 
— ds j l{«X' + ß r' + y Z^xdxdy = — {aUt+ ßV^ + yTF^)ds 

ds jJ^K^ +ßX+ y.2')^ — {"i^' +ßX+Yt^ y] dx dy 

= («.I^. + ftF, + y,W, - a,U, - /S.F, - y,W^ ds. 
Die Gleichungen (14) gehen also, wenn man die oben ange- 
gebenen Operationen an denselben ausführt, in folgende über, 
wobei die ersten Glieder mit Hülfe der Gleichungen (2) — (6) um- 
gestaltet, die letzten aber den obigen Bestimmungen gemäss ge- 
bildet sind: 



(16). 



ds 

d£ 
ds 

ds 



+ (fr^ — Ar + A — aü^ — ßV, — yW, = 



+ ^r, — B'r^ 



+ ^,U, + ß,V, + y,W, 

- a,U, - ß,V, - y.TF, = 0. 

Die unmittelbare Ausführung der gedachten Operationen giebt 
die von den U, V,.. abhängigen Terme in etwas anderer Form ; 
und die Vergleichung beider Formen giebt Gelegenheit, ein merk- 
würdiges System von Formeln aufzustellen, welches neue Eigen- 
schaften der Coefßcienten a, ß,.. enthüllt, und weiterhin v»ieder- 
holt Anwendung finden wird, nämlich das System: 

i«i = ß%Y — 72ß » ßi = y.« — «27. . y 1 = ^2ß — ß^^ 
^% = ßYi — 7ßi* ßt = 7^i — ^7i> 7z=^ßi — ß^i 
« = ßi72 — 7ißr ß = yi«2 — ^i72 » 7 = «1/^2 — ßi«f2 ' 
welches hier beiläufig angemerkt werden mag. 

Die Gleichungen (15), (16) können überall ^tatt (13), (14) an- 
gewandt werden, und vertreten vollkommen deren Stelle. 

Bedenkt man nun, dass U, V, W, ü^, ,.,\m Allgemeinen von 
I, 97, i, und also auch von den a,... abhängen; führt man so- 
dann statt der ji, B\ (f aus (12) die Grössen r ein, welche der 
Definition nach sich ebenfalls durch die a,.... ausdrücken; er- 
erwägt man endlich, dass die 9 Grössen <^,... sich vermöge der 
Gleichungen (3), (6) durch drei derselben ausdrücken lassen, so 
kann man die vorstehenden Gleichungen, sei es in der Form 



^% 
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(13), (14), oder in der Form (15), (16), als ein. System betrach- 
ten, welfrhes sechs Unbekannte eflCüält," ffit diese bestimmen 
iehrt; diese sechs Unbekannten sind A^ B, C und diejenigen drei 
unter den Coefßcienten a, durch welche die übrigen ausgedruckt 
gredacht wurden. Ich werde an einigen Beispielen die Benützung 
jener Gleichungen darstellen. 

§• 5L Xlntersuchimg des FallB, wo nur das Ende des Stabes 
durch Kräfte nnd Kraftepaare ergriffen ist 

Betrachten wir den Fall, wo gar keine äussern Kräfte auf 
Oas Innere des Stabes wirken, sondern wo ihr Zustand lediglich 
Von Kräften und Drehungsmomenten herrührt, welche ihr Ende 
angreifen. In diesem Fäll sind U, V etc. gleich Null, und die 
Oleichungen (13) werden inlegrirbar; es folgt aus denselben: 

\Acc^ + Ba^ + Ca =: K 

(18) {Aß, + Bß^ + Cß = L 

[Ay, + By^ + Cy = M, 

^Vio K, L, M. willkürliche Constanten bedeuten. Die Grössen 
links in diesen Gleichungen stellen aber nichts anders dar, als 
die Componenten, welche auf einen Querschnitt wirken, par- 
allel den im Raum festgelegten Axen. Da diese constant wer- 
den, so zeigt sich also, dass die Resultirende, welche 
in den Querschnitten als Zugkraft auftritt, überall 
dieselbe absolute Grösse und Richtung hat, wie diese 
Querschnitte auch in dem gebogenen Stabe gerichtet 
sein mögen. 

Führt man aus (18) die Werthe von A, B, C in die Glei- 
chungen (15) ein, und ersetzt zugleich die Al, B\ C' durch ihre 
Werthe aus (12), so erhält man das merkwürdige System: 

** ^ + (i' - ^) '•.'• + ^ (^«. + /; A +ii/y,) = 



(19) 



«* I + ("• - iV. r, = 0. 

welches, wie KirchhofT bemerkt, mit dem System genau identisch 
wird, auf welches das Problem der Rotation eines schweren Kör- 

Clebsch, Theorie elast. Körper. W 
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pers um einen festen tunkt führt. Dieses Problem erhält man 
unmittelbar, wenni^Ätan stsfU^^ die Zeit einfuhrt, unter -«c*, A^ -d* 
die Hauptträgheitsradien des Körpers in Bezug auf den festen 
Punkt versteht, und unter den Cosinus a, etc. diejenigen, welche 
ein im Raum festes Coordinatensystem gegen ein in dem beweg- 
ten Körper festes bildet. 

Es ist übrigens zu bemerkea, dass in den Gleichungen (19) 
die Grössen x^ A*, d* sehr kleine Grössen der zweiten Ordnung sind. 
Damit also die Gleichungen (19) erfüllt sein können, muss von zwei 
Fällen einer eintreten. Entweder nämlich sind die Ausdrücke: 

Ka, + ZjS, + My, 

überall sehr klein, während K, L, M massig gross bleiben. In 
diesem Fall sind also die Componenten der aufs Ende wirkenden 
Kraft, genommen nach den Hauptaxen eines beliebigen Quer- 
schnitts, sehr klein, d. h. alle Querschnitte stehen nahezu senk- 
recht %^%^xi die auf das Ende wirkende Kraft, und der ganze 
Stab ist dann nahezu gerade, dieser Kraft parallel gerichtet. Es 
können aber äussere Bedingungen vorhanden sein, welche dies 
für alle Punkte des Stabes nicht möglich machen; so bei einer 
Feder, die an irgend einem ihrer Punkte genöthigt ist, mit der 
Richtung Jener Kraft einen endlichen Winkel zu bilden. Und 
dann treten nothwendig solche Ausnahmspunkte auf, in denen die 
Krümmung sich sehr schnell ändert, in denen also die in (19) 
mit X*, A^ ^ multiplicirten Glieder sehr gross werden , und auf 
diese Weise die Möglichkeit jener Gleichungen auch für die Stel- 
len wieder herstellen, an denen jene Componenten aufhören 
müssen sehr klein zu sein. Der zweite mögliche Fall ist der, 
wo K, X, M selbst sehr klein sind; und in diesem Fall treten 
keine Ausnahmspunkte auf, das Bestehen der Gleichungen (19) 
ist an jeder Stelle ermöglicht. 

Vor Allem von Interesse ist derjenige Fall, wo K, L, M selbst 
verschwinden, wo also der Stab nur durch Kräftepaare, nicht 
aber durch Zugkräfte ergriffen ist. Alsdann verschwinden die 
Componenten Ä^ B, C in jedem Punkte des Stabes; jedes Ele- 
ment desselben wird also nur gebogen, nicht ausgedehnt. Die 
Gleichungen (18) werden für diesen Fall, entsprechend der Ro- 
tation eines Körpers um seinen Schwerpunkt: 



•r 



Ä# 
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(19a) 



X« 4^1+ (X^ — d') r.r = 



;i* 



~ds 
dr 



+ (d*— x«) r r,= 



^'^ + (x'-r)r,r, = 0. 



Diese Gleichungen haben die bemerkenswerthe Eigenschaft, 
dass in ihnen nur r,, r^, r, keine Spur aber der Coefficienten 
4X,,,. auftritt. Man kann das Problem sonach sondern in einen 
ersten Theil, welcher sich mit der Aufsuchung von r, r,, r^ aus 
diesen Gleichungen beschäftigt, und in einen zweiten, dessen Ge- 
genstand, nach Auffindung der r, die Bestimmung der CoefQcien- 
ten a zum Gegenstand hat. 

Man löst den ersten Theil des Problems, indem man zur 
nächst die Gleichungen (19*) der Reihe nach mit r^, r^, r mul- 
tiplicirt und addirt, sodann aber mit x^r,^, ^^r^', ^^r^ mul- 
tiplicirt und abermals addirt. In allen Fällen erhält man inte- 
grirbare Gleichungen, nämlich: 

dr, ,„ dr, . ^<, dr 

^ ds ^ ds ds 

aus denen durch Integration folgt: 



1 ^' r,^ 



+ ;i* r^ + ^ r* = h\ 



(20) - 

wo h und m willkürliche Constanten bezeichnen. Drückt man 
nun zwei der Grössen r mittlels dieser Gleichungen durch die 
dritte aus , und führt dies in eine der Gleichungen 



^'—l^ 



yj' — d^ 



l^'—Y^ 



(20a) . ds = ^ — ^ r, r dr^ = ,g ' r r^ dr^ = ^/ r^ r, dr 



X* 



-^^ 



ein, so erhält man ds ausgedrückt durch eine der ärössen r, 
und durch Integration s als Function dieser letztern. Indem man 
die so erhaltene Gleichung auflöst, findet sich umgekehrt jene 
Grösse r durch s ausgedrückt, und dann aus den Gleichungen 
(20) auch die beiden andern. Die Theorie der elliptischen 
Functionen lehrt die Endresultate vollständig aufstellen. 

14* 
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Sind die Grössen r gefunden, so kann man den zweiten 
Theil der Aufgabe folgendermassen ausführen. 

Entnimmt man den Systemen (9), (10) die drei Gleichungen: 

da ^ ^ dß ^ dy ^ 



* ds ^^^ds ^ ^* ds 



1' 



multiplicirt man dieselben respective mit a, or^, er, oder mit 
/^» ft» /^j, oder mit y, y^, y^ und addirt jedesmal, so erhält 
man daraus: 



(21) 



( da 
- = r. «, - r. «, 

dy 

^ ^ — ^1 y« — ^ yv 



Durch Combination anderer unter den Gleichungen (9), (10) 
ergiebt sich ganz ebenso: 

da^ 



(22) . \ 



da, 



ds ' ■ -* dT = '■"»"'■'" 



^ = . . ß - 



(f5 



^t ß — ^ ßt 



dy^ 
_^r,y-ry. 



ds 

dy^ 

ds 



= r ß, — r^ß 



= r y, — r, y. 



Bemerken wir, dass die Gleichungen, welche in jedem die 
ser Systeme die erste Stelle einnehmen, nur die a enthalten, ab 
gewissermassen ein System für sich bilden; ebenso enthalten di 
an zweiter Stelle stehenden Gleichungen nur die ß, die an drittel 
Stelle stehenden nur die y. Eines nun dieser Systeme, etwa das 
letzte, kann man erfüllen durch die Annahme: 



(23) y, = 



x*r. 



m 



^2 = 



V" 



m 



y = 



^ 



m 



Denn durch diese Annahme gehen die letzten Gleichungen 
der obigen Systeme in die Gleichungen (19*) selbst über; andrer- 



^ 4 
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seits erfüllen die Grössen y, y^, y^ auf diese Art nach (20) wirk- 
lich die Bedingung 

Ti* + y*' + y' = L 

welcher deswegen genügt werden muss, weil y^, y^, y die Cosinus 
einer Richtung, der im Raum festen Axe Z", gegen das in dem 
Stabelement fixirte Coordinatensystem bedeuten. Allerdings invol- 
virt die Annahme der Gleichungen (23) eine in ganz bestimmter 
Weise gewählte Richtung der ursprünglich beUebig gelassenen 
Axe Z'. Für das Studium der Frage genügt es, überhaupt die 
Möglichkeit einer solchen Lage eingesehen zu haben. 

Sind nun die y bekannt, so kennt man auch die folgenden 
Verbindungen der a, ß unter einander: 

«1* + ^1* = 1 — y*> ^i ^ + ßi ß = — rt Y 

«t* + ß2\= 1 — rt** «^2 a + ßi ß = — y%7 

«* + 15* = 1 — y«, flf, of, + /?j /3, = — y^ y^. 

Man kann diesen Gleichungen gemäss setzen: 



ofj = j/l — y* cosWj jS, c= ]/\ — y* sinw, 

(24) . . ^ ofjj = j/\ — y^ C0SM7, ß^ = y\ — y^ sinu'j 

a = }/i — y* cosm; jS= ]/l — y* sinw. 

Hierdurch sind von den vorstehenden Gleichungen die drei 
ersten erfüllt; die drei andern aber gehen über in: 



(24a) 



cos(Wj — w) = — 



j/1— y' V^-7i 



yy 
cos [tv — ^2) ^^ — 



iT^Hf j/l-y* 



cos(to, — m^) =■ — ''''" 



woraus man die Winkel rv sämmtlich berechnen kann, wenn 
einer derselben bekannt ist. Um einen derselben zu bestimmen, 
kann man sich folgenden Verfahrens bedienen. 

Erinnern wir uns der bereits in § 50 (17) angegebenen 
Relationen: 

/ « = ft ^2 — /^t yi» ^i = ß27 — ß y%^ ^t^ßy^ — ßi y 

(25) [ /5 = y, «, — y, «j, ß^ = y^a — y a„ ß^ = ya^ — y^a 

' y = «1 ft — «t ft. yi = ^%ß — ^ ß.%> y« = « /^i — «1 ß^ 
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Man verificirt diese Gleichungen leicht, indem: man ihre 
Quadrate und Producte bildet und von den so erhaltenen Glei- 
chungen nachweist, dass sie mit Hülfe der Gleichungen (5), (6) 
identisch werden. Hienach könnte es nur noch fraglich scheinen, 
ob die rechten Theile sämmtlich mit dem angegebenen, oder mit 
dem entgegengesetzten Zeichen zu behaften sind; denn die er- 
wähnte Verification bleibt noch gültig, wenn alle rechten Theile 
mit entgegengesetztem Zeichen genommen werden. Da inzwi- 
schen die obigen Relationen für jede gegenseitige Lage der beiden 
Coordinatensysteme gelten, so muss auch das fragliche Vorzeichen 
für alle Lagen dasselbe sein. Nun wurde schon oben (§ 49) an- 
genommen, die Aufeinanderfolge der Axen sei in beiden Coordina- 
tensystemcn so, dass durch passende Drehung die positiven Axen 
des einen Systems den entsprechenden positiven Axen des andern 
parallel gemacht werden können. Dann ist für eine solche Lage 
a^ = ß^ = y = 1 und alle andern CoefQcienten verschwinden. 
Da aber für diesen Fall die Gleichungen (25) offenbar mit dem 
angenommenen Vorzeichen richtig sind, so bleiben sie immer 
richtig, so lange die Voraussetzung über die gleichartige Aufein- 
anderfolge der Axen festgehalten wird. 

Inzwischen folgt aus (24): 

ß ß ßo , 

— = ig w, •!- z= ig w., -^ = ig w oder 

o RR 

w = arc ig -^, w. = arc ig — , w, = arc ig—- 

et ^ *^ a, * ^cc^ 

Hieraus findet sich durch Differentiation: 

_ adß — ßda a^dß, — ß,da, _ a^dß,-^ß,da, 

^''- a^+ß^ '^''*- a,^ + ß,^ ' ^- < + iS/ 

oder, wenn man durch die Gleichungen (21), (22) die dß, da a 
drückt, und die Gleichungen (25) zur Vereinfachung der Zäh 
benutzt: 

dw =^ -^ ClZi±^»e/5 

1 — jr 

fi yt + r y 

1 — y* 

Da nun hier rechts nur Grössen stehen, welche man dutrcb 




(26) 



dw, = - ^y^ ds 



;tl 
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s bereits ausdrücken gelernt hat, so findet man die tv, w^, w^, 
oder irgend eines derselben, sofort durch Integration. 

.Fassen wir alles zusammen, so geben die Gleichungen (20), 
(20*) die r als Functionen von s, die Gleichungen (23), (24), (24*) 
und (26) aber liefern sämmtliche Coefficienten a, . . . Berechnet 
man endlich |, 17, i mittels der Gleichungen: 

d^ dn ^ dt 

durch Integration, so hat man |, % t als Functionen von s und 
damit die Gleichungen für die gekrümmte Axe des Stabes. 

§ 52. Anwendung auf den Fall eines Stabes ; dessen Haupt- 
tragheitsradien gleich sind, und dessen Enden nur durch Kräfte- 
paare ergriffen werden. 

Ich wende diese Betrachtungen an auf denjenigen Fall, bei 
welchem man die Theorie der elliptischen Functionen entbehren 
kann, wenn nämlich die Hauptträgheitsradien x, X des Quer- 
schnitts gleich werden. Dies tritt etwa ein, wenn dgr Querschnitt 
ein Kreis oder ein regelmässiges Polygon ist. Die Gleichungen 
(19) nehmen dann die Form an: 



dr dr^ dr^ 

ds ds ^ ds ' 



Die erste Gleichung zeigt, dass r, die Torsion, in allen Ele- 
menten denselben constanten Werth hat; es ist deswegen 

Q^ — yJ" 
s ~ 1 — r 

ebenfalls eine Constante, und in Folge dessen werden die r,, r^ 
enthaltenden Gleichungen integrirl durch die Gleichungen: 

Tj = a sinss + b cosss 

h sin 65, 

wobei a, h willkürliche Constanten bedeuten. Auch haben diese 
Integrale die nöthige Allgemeinheit, da zwei willkürliche Con- 
stante in denselben vorkommen. Die Gleichungen (20) sind hie- 
durch erfüllt; und zwar wird: 

Ä* = X* (a*-h ft') + '^^ r^ m' = x* (a*+ 6«) + ^^ r*; 

die Gleichungen (23) geben also 



(27) !'■' = '' ''"'* + 

^ r, = a cos BS — 
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(28) 



• • • • 



yi = * 



y, = x" 



y = 



a cos«« — h sine« 






^x* («« + fe*) + -a- V* 
Die erste der Gleichungen (26) giebt ferner: 



m 






X' 



5, 



wo c wieder eine willkürliche Constante bedeutet; man hat da- 
her aus (23), (24) zusammen: 



P = 



cos 



y = 



/x*(a« + ft*) + ^r« 



sin 






j/x*(a* + ft*) +'^r 



X' 



j Kx^(a' + 6') ^-'^V^ 

X* 



-0 

) 



und endlich durch Integration: 



^ = lo- 



^=^0 + 



X* /a* + ft» 



x*(a* + ft») + '^V 



x< /a« + 6« 



?=?o + 



x*(a*+ft')+'9'V* 



in r c — -2 ]/x* (a*+ft*) +^VM 



/x*(a« + 6') +'^V*' 
wo auch §0, i?Q, fj, willkürliche Constante bezeichnen. 

Diese Gleichungen stellen nichts anderes dar, als eine 
Schraubenlinie, deren Axe die Z'Axe ist, jene Axe, deren 
Richtung den Formeln (23) gemäss in bestimmter Weise gewählt 
wurde. Verlegen wir den Anfangspunkt in das eine Ende des 
Stabes und denken uns dieses bei der Verbiegung festgehalten; 
legen wir ferner die^Axe so, dass die Tangente der Schrauben- 
linie im Anfangspunkte in die Ebene X\ H fällt, so muss für 

Ä t= auch I, w, f, — verschwinden. Demnach hat man 

ds 
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)d 80 erhält man dann die gewöhnlichen Gleichungen einer 

;hraubenlinie 

s s 

ä = Q sin — . => w =: o cos — ; — 

.£• = - 



//?* + 



2«// p' + ^. 



'nn man g, den Radius des Schraubenc^^inders, und die Steig- 
he h aus den. Formeln bestimmt: 



Sei / die ganze Länge des Stabes. An seinem Ende denken 
* uns die mit dem letzten Querschnitt der Lage nach fest ver- 
^denen Drehungsmomente -/, ^, C wirkend, welche die Ge- 
Itsveränderungen hervorrufen. Dann hat man nach (12) und 
'), für 5 = /: 

-/ = — Eq %^ [a sine/ + b cos«/) 
ff =z — Eq v} [a cos bI — b sin £/) 
C — — EqQ*r\ 

gleich aber aus (28), ebenfalls für 5 = /: 

Diese letzten Gleichungen lehren, dass die'Axe der 
hraube, welche die Winkel y,, y,, y gegen die Axen 
r, Z des Elements bildet, parallel wird mit der 
:e des Rräftepaares, welches sich aus Ä, B\ C zü- 
rn mensetzen lässt. Hierdurch ist die Lage der Schrau- 
laxe bestimmt. Radius und Steighöhe ergicbt sich ebenfalls, 
»gedruckt durch die Momente dieser Kräftepaare, wenn man be- 
rkt, dass 

is eingesetzt in die obigen Formeln für q und A, führt auf 
\ Bestimmungen: 
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_ Eq X« }/A* + ff^ A _ _ ^gx»^ 



§ 53. Bieping emes Stabes in einer Ebene , welche eine 

Hauptaxe seines Quersclmitts enthalt 

Als zweites Beispiel behandle ich die Biegung in einer Ebene. 
Indem ich als diese Ebene die ^'2^ Ebene annehme, lege ich den 
Anfangspunkt in das eine Ende des Stabes, die Axe 2! parallel 
der Zugkraft, welche auf das andere Ende wirken soll. Da die 
Axe der Y in diesem Fall mit der Axe T parallel ist, und beide 
auf der Biegungsebene senkrecht stehen, so hat man 

«, = 0, y,=: 0, ft = 0,, ß = 0, /3, = 1, 

daher auch aus (10): 

r = 0, Tj = 0. 

Bezeichnet man ferner durch <p den Winkel der Axen ZZ! 
oder XX* gegen einander, durch 90 — q> den von X gegen Z, 
so hat man: 

«j = cosqp, of = sinqp, yi === — sinqp, y == cosqp, 

und sonach aus (10): 

dtp 

Wie man aus (12) sieht, und wie von vorn herein selbst- 
verständlich ist, verschwinden die Drehungsmomente sämmtlich 
bis auf dasjenige, welches um die FAxe dreht: 

dq> 
ds 

Von den sechs Gleichungen des Problems (16), (17) geben 
hienach die letztern nur die Gleichungen: 

A = IC cos(p — M sinqp 

C = IC siü(p + M cos^E). 

Es sind dabei IC, M constante Zugkräfte, welche in Jedem 
Querschnitt auftreten, parallel den Axen X', Z'. Da indess der 
Annahme nach am Ende des Stabes nur eine Zugkraft der Z'Axe 
parallel wirken sollte, so muss hier, und also überhaupt, K 
verschwinden, so dass 



ß =— Eq\^ r^=^ Eq}f ± 
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A = — M sing>, C = ilf cosg?, 
Qd M selbst eine positive gegebene Zugkraft darstellen. 
Und endlich geben dann die Gleichungen (16): 

Eq l* — ^ = M sing), 
dsr 

s Gleichung für die Krümmung des Stabes. Es ist bemerkens- 
erth, dass die Gleichungen (12^) welche an solchen Stellen, in 
3nen sich die Krümmung sehr rasch ändert, besondere Betrach- 
tngen erfordern können, hiebei von selbst erfüllt sind. 

/7m 

Multiplicirt man die obige Gleichung mit -^ und integrirt auf 

OS 

Men Seiten , so kann man der erhaltenen Gleichung die 
>rm geben: 

M 



m = ' - 



Eql* 



cos 97. 



Ich erinnere daran, dass — der reciproke Krümmungshalb- 

isser der Schvrerpunktslinie ist, da g) den Winkel der Tangente 
gen die Z'Axe bedeutet. Am freien Ende des Stabes, wo wir 
in Drehungsmoment wirkend denken , ist der Krümmungs- 

liius unendlich und also -^ = 0; bezeichnet man ferner durch 

ds 

den Winkel, den die letzte Tangente des Stabes gegen die 

^xe bildet, so wird nach der obigen Gleichung für diesen End- 

nkt: 

'' = '- W^^ '"'^»- 

Und wenn man hieraus den Werth von c entnimmt, geht 
e obige allgemeine Gleichung über in: 

fdvY 2M . . 

Uj = ETI* ^''"f^ - "="^»')- 

Aus dieser Form folgt dann weiter: 

dcp 



ds 



t/—= + 



Eq k* j/2 (cos g>^ — cos g?) 

ler wenn man integrirt von einer unbestimmten Stelle s, g> bis 
m freien Ende, wo $ = l, g> = g>^: 
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(29) . . . (l—s) y -^, = J ^2(coIij— cos^' 

In dieser Gleichung kommt nur eine einzige willkürliche 
Constante vor, tp^, welche zu bestimmen sein wird. Denken wir 
uns die Richtung der Tangente im festen Endpuncte gegeben, 

so dass daselbst q)z=:fp^, wobei, damit j/cos 9>| — cos9> nicht ima- 
ginär werde, nothwendig cos^?^ < cosg?^, so wird, wenn man 
in der obigen Gleichung zugleich # = 0, q>z=zq>^ setzt: 

(30) .... / t/iz: = r^=ü=. 

F Eql^ ^ y2 (cos g)j — cos g>) 

Aus dieser Gleichung bestimmt sich q>^ , welches darin allein 
unbekannt ist. 

Ich werde den besonderen Fall genauer verfolgen , wo g>„=jr, 
wo also die anfangliche Richtung des Stabes der Richtung der 
Zugkraft genau entgegengesetzt ist. In diesem Fall nimmt offen- 
bar q> stetig ab von (p^ bis g>^, und indem man also, damit da& 
Element des Integrals (30) stets positiv sei, das untere Zeichem. 
nimmt, geht (30) über in: 

dtp 




cos 







Da hier cos^ nothwendig grösser ist als cos^, so komartt 

man leicht auf den Gedanken, das Integral zu transformiren, in- 
dem man statt tp einen Winkel. tf; mittels der Formel 

cos— = cos— sintf; 
2 2 ^ 

einführt. Dieser neue Winkel geht von bis — , während tp von 

n bis 9>^ sinkt, und die obige Gleichung wird: 



n 



y ^9^* 1 lA t<Pi . t, 



f 
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Diese Formel führt zu einem bemerkenswerthen Resultat. 
Da der Nenner immer kleiner ist als 1, so ist das Integral grösser 
als dasjenige, welches man erhält, wenn man im Nenner statt 
der Wurzelgrösse immer 1 setzt. Dadurch aber geht das Integral 
über in: 



fän, = I-. 





Es muss als nothwendig 



•r^-> 



M n 



sein; oder, mit andern Worten, wenn die Länge / oder 
die Kraft M nicht die Grenzen überschreiten, welche 
durch diese Gleichung gegeben sind, so findet über- 
haupt keine Biegung statt. Sind aber /, ilf. gross genug 
um. diese Ungleichung zu erfüllen, so giebt die Theorie der ellip- 
tischen Functionen für die Behandlung des Problems folgende 
Regel: Man bestimme zunächst eine, im Allgemeinen sehr kleine 
Grösse p aus der Gleichung: 

was, wenn / oder M nicht sehr gross sind, leicht geschieht. 
Sofort hat man dann: 

i/z^ - 2 Kp + 2^i^ + ^y^' > > ■ . 

und zugleich die allgemeine Entwicklung: 

COS ■^ = y cos -7- • ' — 

2 '^ 2 Tts , . 2ns 

1 — 2/> cos -y + 2p* cos — r- • • • 

wodurch die Richtung der Tangeute in jedem Punkte bestimmt 
ist. Auch die Coordinate § ergiebt sich daraus sofort aus der 
Formel : 

s 

5=1 sin9? ds = (j/2(cosg?j — cosg)) — j/2(cos(3P, + l))j/ -^ 
u 

während sich für ^ die Formel findet: 






. n - 1 1 



2 



1— p— p'...(— p) 



+ l7t 



4 p sm 8jp* sm — 1- 12 p^ sin — — • 

1— 2p COS — + 2p*cos — 2p^cos — - 

Ir l l 



Wenn / und M so gross sind, dass in diesen Entwicklongen 
p nahe an 1 liegt, so werden diese Formeln nicht mehr anwend- 
bar. Alsdann führt man an Stelle von p eine andere Grösse jjl 
ein mit Hülfe der Formel: 

f 2/ /^ = /ITi^ (1 + 2/ + 2p'* + 2p'» . . .) 

Diese Grösse ist immer sehr klein, wenn p nahezu 1 wird, 
und man erhält folgende sehr convergente Entwicklungen: 

9, _ 1 — 2/ + 2p^ — 2p^... 



/-f= 



l +^P + 2p'* + 2p'» . . . 

(p. f nS ns\ 



9> 
cos — 

2 



l-Ae'+e '')+p'{e'+e '' )- ... 

* / ns _^\ / ^f ^ns \ 

sin| l+p{e'+e 'J+p-^e'- +e '' )+- ... 



I = |j/2 (cos <p^ — cos ?)) — jf/2 (cos <Pt + l)\j/ -^ 



t= 



Eql^logpi 



-i{'+ 



logp' l-9p'.25p'» ... (2w+l)* (-pO 



w .w-fl 



2~ 



1 -/-/"...(-/) 

( >rJ ns\ / das 9ns \ 

' / ^ 71 s\ / dns 3ns\ 

WO der Kürze wegen 



) 



l7t 



logp' 



gesetzt ist. 
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§ M. Ziuainmenhang mit der gewöhnlichen Theorie. Kleine 

Venohiebiingen. 

IcL füge diesen Untersuchungen einige Bemerkungen hinzu, 
welche geeignet sind, einerseits den Zusammenhang der vorlie- 
genden Formeln mit der gewöhnlichen Theorie aufzudecken, 
andrerseits aber die gewonnenen Resultate wesentlich zu erweitern. 

Um den ersten Punkt ins Licht zu setzen, werde ich in den 

Grundgleichungen (13), (14) die Grössen Ä, ff, C durch ihre 

aus (12) entnommenen Werthe ersetzen, zugleich aber statt r,, r,, r 

drei Grössen q so einführen, dass 

1 l 1 

-, r= — 

Es sind dann nach dem früheren ^j, ^, die Krümmungs- 
halbmesser der Projection der Schwerpunktscurve auf die in dem 
Element festgehaltenen Hauptebenen, welche durch die Axe des 

Elements und je eine Hauptaxe des Querschnitts gehen; — aber 

2eigt die Torsion des Elements an. Die Gleichungen (13), (14) 
^ erden : 

^ [Aa^ + Ba^ + Ca) ^ — U 






(31) 



ds 

d^ 
ds 



{Aß, + Bß, + cß) = ~ r 



~ {Ay, + By, + Cy) = - W 

Eq - (— I + —^+ —) — Aa^ + Ba, 

-ß,rv,-ß,W,+y,V, + y, F, = 

-a, r,-a, V, + ß, U,+ß, U, = 0. 

Und aus den Gleichungen (12) kann man sofort Grenzbe- 
^^ngungen entwickeln, indem sie, angewandt auf das Ende des 
Stabes, Krümmung und Torsion aus den auf das Ende wirkenden 
"rehungsmomenten bestimmen lehren, mittels der Gleichungen: 
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(32) 






Eq%^ 



ei 



Eq 1* q 



Eqd* 



Beiläufig sei hier bemerkt, was bereits oben benützt wurde, 
dass die Gleichungen des Problems sich für eine ebene ^Biegmag^ 
auf die drei reduciren: » 



(33) 



— ( Acosw + Csincp) = — ü 
ds ^ 



ds 



( — ^ sin^) + Ccosq)) = — W 



Eq}} . 



ä'- 



ds 



— A -{- U^ sing? + W^ cosq> = 0. 



Alle diese Gleichungen aber vereinfachen sich wesentlic 
und kommen dann zum Theil auf die gebräuchlichen Form 
zurück, wenn man die Verschiebungen des Stabes überall se! 
klein annimmt. Dann sind die beiden Coordinatensysteme X, Y, 
und X' Y' 2! überall nur sehr wenig von einander verschied 
also GTj, 1^2, y nahezu 1, die übrigen Coefficienten nahezu N 
Und so gehen die Gleichungen (31) dann über in: 

. 1 




(33a) . 



ds 



dB 
ds 

dC^ 
ds 



= — ü, Eq X* 



Qi 



ds 



+ B— W^ = 



= — r, Eql^ 



^-'-^+^. = 



= — JF, Eqd^ 



Q 
ds 



+ v, — u, = o. 



wo nun in ü, V . . , überall die verschobenen Coordinaten durc^Ä 
die ursprünglichen ersetzt werden können, so dass diese Grösse^ 
dann nur noch von ^ abhängen. 

Die beiden letzten Gleichungen haben sich hier zur Be" 
Stimmung der Torsion und der Längsspannung abgesondert. Be^ 
stimmt man nun A, B aus den Gleichungen der ersten Column^^ 
indem man von s bis / integrirt und durch Ai, B, die Werthe 
von A, B am Ende des Stabes bezeichnet, so hat man für die 
Gleichungen der ersten Reihe: 



(33b) . . 
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A = Jt+JUds, EqX*-^= a^+ jüds—W, 



dl. A 



B= B,+ fvds, jSq K* -^ — — B, — I Vds + fF^, 



Sehen wir indess, in welcher Weise die Ausdrücke der g sich 
vereinfachen. Wenn das Coordinatensystem der X, Y, Z mit dem 
Systeme der Ä\ Y\ 2! stets sehr nahezu coincidirt, so sind die 
Cosinus ffj, ^^^y nahezu gleich 1, die übrigen aber sehr klein; ja, 
man sieht aus den Gleichungen (5), dass a^, j?,, y sich sogar nur 
um Grössen zweiter Ordnung von 1 unterscheiden können, während 
die Gleichungen (6)» mit Vernachlässigung sehr kleiner Grössen, 
m folgende übergehen: 

j3 + y, = 0, y, + of = 0, a, + ^, = 0. 

Zugleich findet sich aus den Gleichungen (7) mit Vernach- 
lässigung von Grössen höherer Ordnung: 

Nun kann man bis auf zu vernachlässigende Grössen auch 
^^tt s die nach der Verschiebung der ursprünglichen Stabaxe 
P^r^allel gerechnete Ordinate z setzen, für |, 17 aber die kleinen 
^^sschreitungen u, v eines Punkts der Schwerpunktslinie senk- 
''^cht zu dieser. Für ? kann man zugleich 2 + w setzen, so 
^^88 w die longitudinalen Ausschreitungen eines Punktes be- 
^^ichnet. 

Man erhält dann an Stelle der obigen Formeln diese: 

du 
a=^y, = - 

dv 

Die Grössen a^, ß^ lassen sich nicht durch u, v, w aus- 
drücken. In der Tliat bestimmen diese zusammen eine besondere 
Art von Verschiebungen, der Torsion entsprechend, bei welcher 
der Schwerpunkt nicht verschoben wird. Setzen wir 

— «« ^■= ßi = % 

Clebsch, Theorie elast. Körper. |5 
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so dass der Winkel tp die Drehung des Querschnitts aus seiner 
ursprunglichen Lage bezeichnet, so erhalten wir nun aus (10) fol- 
gende Ausdrucke für die r oder die qi 

— 1 — :^ — ^ 



r. 



— i. ~ ^ ^^ 



* ^2 ds d7? 

1 cfor« cfco 

Q ds dz 

Dies stimmt in der That vollkommen damit überein, dass 

q^, q^ Krümmungshalbmesser, — das Mass der Torsion ist. Nur 

vereinfacht sich die Bedeutung von ^j, q^ insofern, als man die 
Schwerpunktslinie nicht mehr auf zwei für jedes Element anders 
liegende Ebenen zu projiciren hat, um durch die Krümmungs- 
halbmesser derselben q^, q^ darzustellen, sondern man kann, mit 
Vernachlässigung sehr kleiner Grössen, für dieselben sofort die 
beiden Ebenen annehmen, welche in der natürlichen Lage des 
Stabes durch die Schwerpunktslinie gehen und die Hauptaxen 
der Schnitte enthalten. 

Mit Hülfe dieser Betrachtungen erhält man nun aus (33^) 
mittels einer Differentiation nach s oder zi 

(34) -; ^f ;; 

_ , d^v __ , dW^ 

^^* 5? = ^ + ^ 

nebst den für z = / (^ = /) zu erfüllenden Grenzbedingungen: 
(34a) . . . . { 

Wenn man will, kann man noch aus (32) die weitern Grenz- 
bedingungen hinzufügen: 

^^** (S) = (^)' 

(34b) ■ ^"^ ^' 



^*'''(S).=-(^)'- 
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(/)„ (J9'), die etwa auf das Ende wirkenden Kräftepaare be- 
^^iten und hat damit das ganze, gewöhnlich angewandte Formel- 
stem vereinigt, wie es sich der Hauptsache nach z. B. in Poissons 
^ite de mecanique findet. Aber ist von wesentlichster Bedeu- 
X)g, dass man hier genau die Tragweite dieser Formeln, sowie 
e allgemeinern, auf endliche Biegungen bezüglichen kennen 
ilernt hat, aus welchen dieselben entspringen. 

Diese Formeln werden sonst abgeleitet, indem man die For- 

3I zu Grunde legt, nach der für jeden Querschnitt -^— gleich 

setzt wird dem Drehungsmoment der äussern Kräfte; wobei 
an nur diejenigen Kräfte in Rücksicht gezogen werden, welche 

1 dem betrachteten Querschnitt an nach der Seite des wach- 
iden s ihre Angriffspunkte haben. Eine solche Formel wurde 
•eits in §38, (118) streng bewiesen, für den Fall endlicher Quer- 
mitte, und unter der Annahme, dass nur die Enden des Stabes 
»ern Kräften unterworfen seien. Die jetzt angestellten Be- 
chtungen lehren also, dass die Anwendung jener Formeln aller- 
tgs gerechtfertigt ist, auch wenn beliebige Kräfte auf den Stab 
*keD. Aber dieselben geben dann nur angenäherte Resultate, 
Iche vollkommen richtig werden, wenn der Querschnitt sehr 
ia ist, und also überhaupt sich um so mehr der Wahrheit 
hern, je geringer die Dimensionen des Querschnitts ausfallen. 

ist denn auch für diese Anwendungen eine feste Basis gewonnen. 
Die Formeln (34), (34a) können einer Modification bedürftig 
n, welche unter Umständen wesentlich wird; dann nämlich, 
ion die ganze Längsspannung sehr gross ist. In diesem Falle 
rf man möglicherweise in den Gleichungen (31) die Glieder 
, Cß nicht mehr vernachlässigen. Man erhält dann statt (33a) 
i folgenden Gleichungen: 

/ 

A + Ca = K + jüds 



4c) 



B + Cß = L i- I Vds 



= M + jwds, 

s 

15 
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wo K, L, M die auf das Ende des Stabes wirkenden Componen- 
ten bedeuten. Von diesen ist im vorliegenden Fall M sehr gross, 
und man darf also in den ersten Gleichungen C durch M er- 
setzen. Es war aber auch bis auf Grössen höherer Ordnung 

du ^ dv . . , 

a = — , j3 = —, und so wird: 
dz dz 



dz 

s 

t 
dv 

dz 

s 



+ fväs, B, = L-M{f^^ 



Daher treten an Stelle von (34), (34a) die Gleichungen: 

(/*W dA TU ^^ t TT I ^ ^1 



(34d) . 



„ td*v dB -,d»» , „ , dJV^ 

^^'* (S).= -^' + (^-)'= + ^+KS) + ('^')' 

Es ist bemerkenswerth, dass auch hier ebenso wie früher, 
u und V völlig von einander getrennt erscheinen, und unabhängig 
von einander zu bestimmen sind. 

Aus der letzten Gleichung (34*^) ergiebt sich noch eine wei- 
tere Folgerung, das Gesetz der Ausdehnung, welche die verschie- 
denen Stabelemente erleiden. Nach (12a) hat man, durch a die 
Ausdehnung der Längeneinheit oder die verhältnissmässige 
Längenausdehnung bezeichnet, in jedem Element: 

eine Gleichung, die übrigens selbstverständlich wird, wenn man 
sich die Zugkraft C über den Querschnitt gleichförmig vertheilt 
denkt. Ein Element ds oder dz erhält nach der Verschiebung 
die Länge dz (l + <y) ; die Coordinate f = ;» + w eines Quer- 
schnitts z nach der Verschiebung ist also: 



-\- n> = fk + ff) dz. 

0^ 
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]er man hat 

dw 

*' = ^- 

Hierdurch geht die letzte Gleichung (34") über in: 

Eq^ = M + jWds, 



dz 



z 



ler' auch, nach nochmaliger DüTerentiation, in 

*«) ^^1^? = -^' 

'l>st der furz = l entspringenden Grenzbedingung: 

"i ^'0, = *- 

Diese Formeln bestimmen das Gesetz der Längsausdehnung 
iid diese Bestimmung wird, wie man sieht, unabhängig von der 
^Stimmung von ti, v. 

Ebenso findet man unabhängig von u, v, w den Torsions- 

•^inkel g>. Denn setzt man in der letzten Gleichung (33*) für — 

9 

dm 

len oben gefundenen Ausdruck — ;^ so kann man an Stelle jener 
rieichung folgende treten lassen: 

J4g) ^^^ S = ^. - ^. 

md aus (32) ergiebt sich die Grenzbedingnng, dass wenn C' das 
uf das freie Ende des Stabes wirkende Torsionsmoment bedeutet, 
in diesem Ende: 

J4h) Eq^ ^= C. 



§ 56. Biegung ursprünglich gekrümmter Stabe. 

Kehren wir zu den vollständigen Formein zurück. Kirchhoff 
lat denselben eine grosse Ausdehnung dadurch gegeben, dass er 
lie mit geringen Modificationen auch auf gekrümmte Stäbe ange- 
nrandt hat. Man gelangt zu dieser Ausdehnung durch folgende 
Betrachtung. 
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Bei den kleinen Verschiebungen, die in unsern Untersuchun- 
gen die Elemente der Korper erleiden, ist es ein Grundprincip, 
dass die Wirkungen äusserer Kräfte auf die kleinsten Theiie sich 
einfach addiren. Wenn wir also die Wirkung eines Kräftesystems 
auf das Element uatersuchen wollen, so ist es gleichgültig, ob man 
dasselbe so betrachtet, wie es sich ursprünglich verhielt, ehe 
Kräfte auf dasselbe einwirkten; oder so, \^ie es durch andre Kräfte 
bereits verschoben ist. 

Definiren wir einen ursprünglich krummen Stab von über- 
all gleichen, nicht nothwendig überall gleichüegendem , sehr 
kleinem Querschnitt, aber überall endlicher Krünunung so, dass 
wir sagen, es gebe immer eine System auf das Innere vdrkender 
Kräfte, welches im Stande ist den Stab auf eine gerade cylin- 
drische Form von überall gleichem Querschnitt zurückzuführen. 
Denken wir uns demnach ein Kräftesystem, welches den Effect 
hat, den Stab in eine gerade cylindrische Gestalt zu bringen. 
Lassen wir nun auf den entstehenden geraden Stab die entgegen- 
gesetzten Kräfte wirken, so kehrt er in seine natürliche Lage 
zurück; diese Lage kann aber so berechnet werden, als wäre 
die gerade Gestalt des Stabes seine natürliche. Man erhält auf 
diese Weise in jedem Querschnitt gewisse Componenten und 

Drehungsmomente A, B, C, Jl, B\ (f, die in Wahrheit sich ge- 
nau aufheben gegen diejenigen, welche durch die Biegung des 
Stabes in die gerade Lage erzeugt werden. Von diesen kann man 
die drei letzten aus den Gleichungen (12), p. 202 sofort be- 
rechnen. Denn da unter ihrem Einfluss der Stab in seine natür- 
liche Lage zurückkehrt, so nimmt er dann wieder die Krümmungs- 
radien ^j, ^ und die Torsion ^ an, welche er seiner geome- 
trischen Gestalt nach ursprünglich besessen. Man muss also 
setzen: 

Z — _ ^^ W — — ^^^* ?^ — _ ^^^ 

In Wirklichkeit werden die diesen Grössen entgegengesetzten 
Drehungsmomente hervorgerufen, sobald der Stab gerade gemacht 
wird. 

Wenn man nun also den Stab aus seiner natürlichen Lage 
in irgend einen veränderten Zustand bringt, und sich dabei vor- 
stellt, er gehe zuerst in den geraden Zustand über und von dort 
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erst in seinen neuen, so werden bei dem ersten Uebergange in 
jedem Querschnitt die Drehungsmomente 



Eq%* Eql* Eqd^ 



hervorgerufen, bei dem zweiten aber, ganz wie früher, die 
Drehungsmomente: 

UqK* Eqk* Eqd^ 

Qi * Qt ' Q 

Und so hat man denn an Stelle der Grössen j{, B', C in 
den Gleichungen (14) oder (16) nur die Differenzen 

E,.^il- 1). ^,i. (1- i). E,^ (i-i) 

einzusetzen, während jene Gleichungen selbst nach wie vor be- 
stehen bleiben, da bei ihrer Ableitung die Voraussetzung, der 
Stab sei ursprünglich gerade, gar nicht benützt ist. Es werden also 
die Gleichungen für den gekrümmten Stab von ursprüngUch be- 
reits gekrümmter Form folgende: 

I (^ft + ^^, + C^ = _ V 
I {Ay, -V By, + Cy) = - W 

,.^(I_l)+iVl_i)_^Vl_i) 

,.|(l_l)+i'(l_i)_?^(i_i) 

= ^[ ^-o u,-ß r,-y W,] 

^£ (i_i)+'^(i_l)_^(l_i) 

= ^q\S*.Vt+ß*y&V.W,-a,U,-ß,r,-y,W,-\. 

y^o denn ^» (s> ^ bekannte, aus der Gestalt des gegebenen Stabes 
bestimmbare Functionen von s bedeuten. 



(35) 



§ 56. Biegung eines ursprünglich einfiEudi gekrümmten Stabes 

in seiner Ebene. 

Als Beispiel werde ich den einfachen Fall eines Stabes be- 
handehi, der ursprünglich ohne Torsion ist, und dessen ganze 
Schwerpunktslinie mit der einen Hauptaxe jedes Querschnitts in 
derselben Ebene Jt 2! enthalten ist. Ferner sollen keine Kräfte 
auf das Innere des Stabes wirken, und auch auf seine Enden nur 
Drehungsmomente, deren Axen auf der Ebene des Stabes senk- 
recht stehen, ihn also in seiner Ebene lassen. Schon oben wurd< 
gezeigt, dass dann, wenn q> den Winkel der Tangente des gebo- 
genen Stabes gegen die Z'Axe bezeichnet: 

_ j_ dgp 

Bezeichnet man ebenso durch 9 den entsprechenden WinH 
vor der Biegung, so ist auch 

i- — — ^ 
?,~ 'dB 

Die andern Grössen r, so wie die Componenten Ä, B, 4) 

und die Momente Ä, C verschwinden, und es bleibt aus (35) r^^ar 

die einfache Gleichung übrig; 



ds \^, qj d 



-9)_ 



= 0. 



ds" 
Man hat also durch zweimalige Integration: 

g? = ^ + 05 + ^ 

wo a und b willkürliche Constanten sind. Die eine derselben, if, 
kann man gleich Null setzen, indem man annimmt, dass der Stal> an 
einem Ende (s = 0) in der Weise fixirt ist, dass er seine RichtUÄig 
nicht ändern kann. Für 5 = ist dann 9 = ^, also b = C. 
Die andre Constante bestimmt sich aus der Bemerkung, dass 
bei der Ableitung der Gleichungen (35) für das auf irgend ein 
Element wirkende Drehungsmomeut ^ der Ausdruck gefunden 
wurde : 



B^ = — Eql^ (-— V)\ 
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was hier die Bestimmung giebt: 



ds 



oder 



a 



Hieraus ist a bekannt, wenn man die Gleicliung auf das Ende 
des Stabes anwendet und unter B' das daselbst auftretende Moment 
versteht. 

Um nun die Gestalt des gekrümmten Stabes selbst zu finden, 
erinnere man sich, dass bekanntlich: 

dl dS 

-=sm9,, 5^ = cos9,; 

'^'oraus dann mit Benutzung des Werthes von q> durch Inte- 
8i*ation gefunden wird: 

s 





= /cos (9 



f=^Jcos(^<p+^.)(fc. 



Denkt man sich die ursprüngliche Gestalt des Stabes dadurch 

S^geben, dass die Coordinaten |, ^ jedes Elements als Functionen 

^on s bekannt sind, so ist auch 

dT — dT _ 

-5. = sing), -^ = cosop, 
ds ds 

^nd man kann daher schreiben: 

- /Vcfg B's ^ dj . B's\ ^ 

I = 1 1 — ^ cos -=r-Ti + ~ Sin -=— r-, 1 ds 
* J \ds Eqk* ^ •ds Eqk*J 

s = f l -;^ cos —-7= — -r- sin ---r: I ds. — 
J \ds Eqk* ds EqX^/ 

§ 57. Kleine Oestaltsverändeningen ursprünglich gekrümmter 

Stabe. 

Von der grösslen Wichtigkeit für die Anwendung aber ist 
^ie Aufstellung von Formeln, welche sehr kleine Gestaltsver- 
änderungen ursprünglich krummer Stäbe darstellen. Um diese 
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zu entwickeln, bemerke ich zunächst, dass offenbar die CoefQcien- 
ten et, ß,.., welche alsdann nach der Verschiebung die Lage eines 
Elements bestimmen, von den entsprechenden Werthen cc, J, ,, 
vor der Verschiebung nur sehr wenig verschieden sind. Man 
kann also setzen: 

«-=« + «, ß = J + ß' etc. 

wo die a, ß> etc. so klein sind, dass man ihre Quadrate und 
Producte vernachlässigen kann. Führt man diese Werthe in die 
Bedingungsgleichungen (5), (6) ein, denen die a, ß... genügen 
müssen, so erhält man, mit Rücksicht darauf, dass die a, J, eben- 
falls jenen Gleichungen genügen, für diea', /^. .. die Gleichungen: 

'cc a -^ ß ß' + yy = ö 

{ä^a\ + ß^ß\ + y;/,) + {a^a\ + ft^/T^ + f^y\) = 
(ä^a + ß^ß^ + y;/) + {aa\ + ^/T, + y /,) ^ 

(aa', + ßß^, + yy\) + («i« + ß.ß' + y,y)= o. 

Alle diese Gleichungen erfüllt man gleichzeitig, wenn mar^ 
statt der 9 Grössen a, ß\., 3 Grössen p, p^, p^ einführt, un 
erstere durch diese ausdrückt mittels der Formeln: 



icc^=p^a—pa^, cc^=pa^—p^cc^, cc =p^a^—p^ 
ß\=Prß-Ph* ß\=Pßi-Pjr ß'=pJ,-p,W 
y\=Piy — py%* /«=i^yi— Piy> /=/>iyi— p,y^ 

Setzt man nun auch in die Gleichungen (10), durch welclM. 
die r definirt wurden, die Werthe a = ä -f- «' etc. ein, und veir 
nachlässigt wieder höhere Potenzen und Producte der a etc. od^ 
der p, und bezeichnet man auch durch r die Grössen^ welche sic^ 
aus den ä zusammensetzen wie die r aus den et, so erhält maKM 

^2 = »"a + -^ + Pr, — P,r 

- , dp _ _ 

r = r + — +jpjr, — p,r„ 

oder wenn man statt der r die reciproken Werthe der Krümmungs- 
radiien und der Torsion einführt: 



(35b) 



• • • • 
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j?l Öl dS Q Q^ 

i L_*!«+ ^ — ^ 



Diese Differenzen sind sehr klein; man kann daher in den 

Gleichungen (35) überall, wo q, q^ , q^ allein stehen, diese Grössen 

durch 1^, Qi, ft ersetzen; ebenso in den ersten drei Gleichungen 

(35) die cc durch die a. Endlich kann man noch die äussern 

Kräfte ü, V, JF, ü^ .,. als bekannt ansehen; denn wenn dieselben 

auch ursprünglich die Coordinaten £, % S des verschobenen An- 

griffqmnktes enthalten, so kann man doch statt derselben bis auf 

Grössen höherer Ordnung die ursprünglichen Coordinaten |", ^, 7 

des entsprechenden Elements einführen, so wie an Stelle der 

damit multiplicirten Cosinus a, /S... deren angenäherte Werthe 

^ > 'ß... treten lassen. In diesem Sinn kann man also die ersten 

drei Gleichungen (35) ohne Weiteres integriren, und findet 

demnach: 

Aa^ + Bä^ + Ca= 1 üds + K 

s 
l 

^Ji + H% + ^f = fyds + L 

l 
Ay, + By^ + Cy = \ W ds + M. 

Stellen wir uns vor, das eine Ende des Stabes [s = 0) sei 
das andere [s = l) durch äussere Kräfte ergriffen, so sind 
^i^ Compopenten der letztern nichts anderes, als die Werthe der 
**-ttli8 in diesen Gleichungen auftretenden Grössen für s = l, 
d- b. sie sind K, L, M selbst, da die Integrale für « = / ver- 
^^twinden. So finden die Integrationsconstanten sofort ihre me- 
chanische Bedeutung. Multiplicirt man diese Gleichungen mit 
^t.» ßi, y^ oder a,, ß^, y, oder cc, ß, y und addirt jedesmal, so 
^^geben sich die Ausdrücke von A, B, C selbst: 
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(36) 



i l l 

^ = ^ I üd$ + ßl I Vds + y^ I W ds 



B = £ 



i i 

jUds + p, jvds + y, jWds 

s s s 

+ Ka^ + Zp, + My^ 

i i i 

C = cc jüds + ß ivds + y jwds 

s s s 

+ £:a + Lß + My. 

Nachdem auf diese Weise A, B, C bestimmt sind und a 
als bekannte Grössen angesehen werden dürfen, nehmen die i 
dern drei Gleichungen (35) durch Einführung der Grössen p ni 
mehr die Form an: 

dS \dS Q Q^J Q \dS Q^ Q / 

_t(^/+?^-^)=±[-B+äü,+'ßr,+y 

^, \dS ^ Q^ qj E(t * *^ *^'^ 

ds\dsQ^ Q ) "^ q^ \ds q^ Q^J 

q \ds ^ Q qJ Eq^ y Y \ f 

ds \ds Q^ Q^J Q^ \ds Q Q^J 

Dies sind lineare DiiTerentialgleichungen für p, p^, p,; al^^r 
die CoefQcienten sind von s abhängig, da (T, ^, ^ ganz belie- 
bige Functionen von s werden dürfen. Die in § 54 aufgestellte ^ 
Gleichungen für kleine Verschiebungen ursprünglich geradlinigiE^r 
Stäbe sind als specielle Fälle in diesen Gleichungen enthalte^^En, 
wenigstens insofern nicht in jenen Gleichungen eine sehr gros?=^^ 
Längsspannung auftrat; ein solcher Fall allerdings findet in dt^^ ^ 
vorliegenden Gleichungen keine Analogie. 



(37) 
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Hat man die Gleichungen (37) integrirt, und also die Aus- 
cke von p, p^, p^ gefunden, so findet man schliesslich leicht 
Gestalt des verbogenen Stabes. Setzt man nämlich auch 

£*, rf, ^ die kleinen Verschiebungen, |, 17, S die Coordiuaten 
3s Elements bezeichnen, so ist 



s s 

^z=z Ja[\+c)ds = /(« + a) (1 +<r) 



ds 





s s 



ri= fß{l+a)ds = ßß + §') (l + <r) ds 


s $ 

? = /y (1 + <^) rf* = f(y + 7) (1 + 0) ds; 
^r auch 

g SS 

1 = /« ds, rj = Jß ds, fz^Jyds, 
00 

d daher, bis auf Grössen höherer Ordnung: 



s s 

S'=5 — r=j(a +<y «) ds =JUa,— p,5; + aä) 
ü 

8 S 



S 

^ ds 

(T 

8 S 

J ,j'=^— ^== hß^ + ß) ds == l( », /S. — ». jS, 4- ff iS) ds 

(T 0' 

f=?— ?= /(/ + <y y) rf* =j(^i yi— p«yil + ^y)rf*. 

Man darf die in a multiplicirten Terme hier nicht, wie im 
hern, vernachlässigen, da sie mit den a, ß' etc. herrührenden 

1 gleicher Ordnung sein können. Vielmehr bestimmt sich <r 

5h (12*) sofort aus der Formel 

C 

\ indem man diesen Werth, sowie die Werthe von p, p^, p^ 
die obigen Ausdrücke einführt, hat man die vollständige Lö- 
lg des Problems vor sich. 
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§ 58. Integration der Oleichnngen Ar kleine Verbiegange] 

ursprünglich krummer Stabe. 



Die Gleichungen (37) sind unter allen Umständen integrirb 
vorausgesetzt, dass die Functionen J, a, J, y für die natürlic 
Lage des Stabes als Functionen von s gegeben sind. 

Setzen wir der Kürze wegen: 

wobei die Werthe von A, B aus (36) zu entnehmen sind, 
führen wir zugleicli die Bezeichnungen ein: 



(39) 



ds 



+ ^ — 4 == ^ 



ds Q^ Q A* 

^ 4- ^ — ^ = ü-1 

ds "^ Q, Q, ^' 



so gehen die Gleichungen (37) über in: 



(40) 



dv^ 


+ 


»t 


V 


ds 


• 


9 


Qi 


dv^ 


+ 


V 


^i 


ds 


9i 


9 


dv 




V, 


Vm 


ds 


+ 


1 


t 

9i 



u. 



tl. 



u. 



r 
e. 



Diese beiden Systeme (39) > (40) sind offenbar ganz gleich 
Natur, und unterscheiden sich nur durch ihre rechten TheiL- 
Diese sind in System (40) sofort bekannt, in (39), sobald man ye 
mittelst der Gleichungen (40) die Grössen v, d. h. die Veräiz:::^^ 
derungen, welche die Grössen F erfahren, bestimmt hat. Beid 
Systeme sind linear, und man kennt die Methoden, mit dere 
Hülfe solche Systeme integrirt werden. Wenden wir uns zuei 



c 
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zu dem Systeme (40). In diesem übergeht man zunächst die 
rechten Theile, d. h. man behandelt das System: 

^* + ^- - ^ = 



(41) 



ds Q Q^ 

d»o V V 



'2 



+ -^ — ?i- = 
ds q, Q 

^ + 4 _ ?L = 0. 



ds (>, Q, 

Naoldem dasselbe integrirt, finden sich die vollständigen Inte- 
g^rsile des Systems (40) durch Variation der Constanten. Und das 
System (39) führt sodann ebenfalls auf das System (41), nebst An- 
^'^Kidung der Variation der Constanten. Es kommt also alles auf 
^i^ Integration jenes Systemes zurück. 

Erwägt man indessen, dass die Grössen q die reciproken 
^'V'^rthe der F sind, und dass die Coefficienten «, J,,.. einem 
System von der Form (21), (22) genügen müssen, in welchem nur die 

^ oder rr an Stelle der r treten, so sieht man sofort, dass die 

Q 
Vollständigen Integrale der Gleichungen (41) folgende sind: 

v^^c> die a, b, c willkürliche Constanten bedeuten. Und wendet 
*^^«in nun auf diese Formen die Methode der Variation der Con- 
^t^^inten an, indem man a, fe, c als Veränderliche betrachtet, so 
S^hen die Gleichungen (40) über in: 

^ da , ^ db , ^ de 

^ da . -. db . -de 



«« 


ds 


+ ßt 


ds 


+ y« 


ds 


— «« 


cc 


da 
ds 


+ J 


db 
ds 


+ y 


de 
ds 


= tt. 


^iis denen sich zunächst durch Auflösung 


findet: 


da 
ds 




a,u. 


+ 


^Mg 


+ 


a u 


db 
ds 




ßi«i 


+ 


ftw. 


+ 


ßu 


de 
ds 


= 


yi«i 


+ 


y«"« 


+ 


y w. 
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sodann aber durch Integration: 



(42a) . . 



a= — / (cc^u^ + a,ti, + a u) ds + a^ 

s 

l 
ft = — J (ft ti, + ft ti, + ßu) ds + b^ 

l 

c = — J(yiWj + y^u^ + yu) ds + c^, 



durch %, &o> ^u ^iiikürliche Constanten bezeichnet. 

Auch diese bestimmen sich leicht. Ich nehme an, das eine 
Ende des Stabes (5 = 0) sei fest, also daselbst a'=0, /S' = Oetc., 
oder p = 0, p^=zO, jp, = 0. Am andern Ende seien N, P, Q 
die Drehungsmomente der äussern Kräfte, zerlegt nach den Raum* 
axen X\ Y\ H, Ebendieselben geben, zerlegt nach den Axen 
Xy F, Z, die Drehungsmomente: 

M, = [Nu, + i>ft + öyj, 
M, = (iv«, + i>ß, + öyj, 

M = (i^ö- + i>p + ÖF)/. 

Nach p. 231» 235 müssen nun diese Grössen den Werthen 
gleich werden, welche die Ausdrücke 



— Eq V? i 



ds "^ Q 



Eq }} {^41 + ^ 



— Eq -a* C 



ds 

dp^ 
ds 



P 



(?2 



-f)= 

— ^\ = 



— Eq X* v, 

— Eq A* v. 



für 5 = / annehmen ; oder man hat, mit Benützung der Werthe 
von »,, Vj, t; bei s = l die Gleichungen: 



— 7»fg = 

— M = 



(«2«o + ft^ + ^2^0)/ • ^Ö'^* 
(a«o + ^^ + yc,\.Eq&^ 



* 
0' 
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chen sich durch Auflösung die folgenden Werthe der Con- 
ergeben : 

^ L 1^ o. ^« 4- E^l 

fc _ _ ± [Ml . ft^« I ß^i 

« ~ Eq\ 7i^ ^ k^ ^ ^h 
r — — L 1^ 4- fi^« 4. ? ^i . 

f diese Weise sind, wie man sieht, die v völlig bestimmt, 
wir nun zu dem System (39), so können wir offenbar ganz 
setzen : 

Pi = f^i + 9ßi + ^n 
Pt = f^j + 9h-^ ^7t 

r, h zu variirende Constauten bedeuten. Und durch Va- 
derselben findet sich aus (39) entsprechend den Glei- 
a (42*): 




ir die Tntegrationsgrenzen sind hier anders gewählt Sie 
den Vortheii, dass bei den festgehaltenen Voraussetzungen, 

p mit s verschwinden sollten, die Constanten /i, g^, h^ 
rthe Null annehmen. Die Frage der Consta ntenbestimmung 
I sofort erledigt. 

e gegebenen Formeln vereinfachen sich erheblich für 
ere Formen. Ist etwa die Schwerpuuktslinie des Stabes 
3isbogen vom Radius a, und enthält die Ebene Jt Z^ des- 
zugleich die eine Hauptaxe eines jeden Querschnitts, legt 
rner den Anfangspunkt in den Punkt ^=0, und lässt die 

die Schwerpunktslinie daselbst so berühren, dass der ge- 

sch, Theorie elast. Körper. 26 
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gebene Kreisbogen in den Quadranten der positiven t und der 
negativen X fällt, so hat man: 

a« = y« = ? = ?i = 0, 13, i= 1 



daher 



— _ s — -^ . s 

a. = y = cos — , y< = — a= sin — 



Q^ =: a, Q^ = Q =: oo. 



Man sieht, dass diese Werthe das Verschwinden einer Menge von 
Termen in den obigen Formeln herbeiführen. 



§ 59. Bewegpangsgleichnngen. 

Eine fernere Erweiterung in der Benützung der vorliegenden 
Betrachtungen erhält man, wenn man von dem Falle des Gleich- 
gewichts zu dem der Bewegung übergeht. Dies geschieht bekanntlich 
immer, indem man, nach dem d'Alembertschen Principe, den 
auf das Innere wirkenden Kräften, welche in den Gleichungen 
des Gleichgewichts auftreten, solche Kräfte hinzufügt, welche ge- 
eignet sind, die in dem Körper auftretenden Beschleunigungen zu 
zerstören, und also in jedem Augenblick den Gleichgewichts- 
zustand herzustellen. Die Beschleunigungen, welche ein Punkt 
zur Zeit t in Richtung der Coordinatenaxen X", Y, 7! besitzt, sind 
nichts anders als die zweiten Differentialquotienten seiner Coordina- 
ten nach i selbst. Ist nun Q das Gewicht der Volumeneinheit, so 
ist das Gewicht eines unendlich kleinen Prismas daudy ds gleich 
Gdxdyds, und wenn wir durch x\ y, z' die Raumcoordinaten 
irgend eines solchen Elements im Stabe bezeichnen, so sind die 
Kräfte, vermöge deren die ihm zur Zeit t zukommenden Beschleu- 
nigungen zerstört werden: 

a av G ay 

- jdxdyds . ^, - -dxdyds . -^, 

G av 

-jdxdyds .-^. 

Inzwischen kann man die Coordinaten eines jeden Punktes im 
Stabe mittels der Gleichungen (4*) p. 199 durch 5, rj, ?, a, etc. aus- 
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ieken. Dabei kann man die Grössen u, v, w als von höherer 
dnung übergehen, und z gleich NuU setzen, da es sich nur 
Punkte eines Querschnitts handelt, welcher einem bestimmten 
rtbe von s entspricht. Man hat also: 

^_^ , ^ a^ 

dl* dl* "*" * a<» "^ ^ dl* 

ay _ A , ?!ft , ?^, 
dl* "dl* ^ dt* ■•" ^ a<» 

av a«? . a»y, , av, 

+ X — — -f- f/ — -— • 

dt^ dl* ^ dt* ^ ^ di* 

Pühren wir dies in die obigen Ausdrücke ein, und bilden 
1 die Summen der diesen Kräften entsprechenden Componen- 
und Drehungsmomente. Die Summen der Componenten sind : 






dxdy 



Da indess die ^,ri, t> <^**- ^on x, y unabhängig sind, so 
hmen diese Ausdrücke mit Rücksicht auf die Gleichungen 

j jxdxdy ^= 0, j jydxdy = 

i einfachen Werthe an: 

G ^ d^^ G ^ d'rj G ^ a»?. 

Aeholich ist es mit den Kräftepaaren. Diese sind identisch mit 
n Drehungsmomenten in Bezug auf Axen, welche den im Räume 

16* 



festen CoordinateDaxen parallel durch den Punkt |, t;,^gel( 
werden. Die Hebelarme, an denen die oben aufgeführten Coi 
ponenten wirken, sind dann x — g, y — iy, z — ?, und d^hi^ 
Summen der Momente werden also: 



-(5+«5'+»5')(««,+»«,)]*'v- . 

Erinnert man sich nun neben den bereits aufgeführten SI ei- 
chungen noch der Gleichungen 



/ I xy dxdy =^0, j j a^ dxdy = X^q, j 1 y^ dxdy = 
so erhält man für diese Summen die Werthe: 

«-^•^.S'-«.&)+••(r.s-■-^S')l 



»c* ^, 



9 
q ds 



^ - i 

9 - ' 



Diese Kräfte und Momente sind es, welche den gegeben 
zuzufügen sind. Vergleicht man ihre Ausdrücke mit den en*. 
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sprechenden des § 50. welche die gegebenen Kräfte enthalten, 
so sind also an Stelle von U, V, W, ü^,, etc. nunmehr folgende 
Ansdrücke zu setzen: 

TT ^ ^^ 

' g ^ dt' ' ' g ^ . de 



g " dC « g "^ dt* 



Durch diese Operation kann man aus allen im Vorigen auf- 
geteilten Systemen Bewegungsgleichungen ableiten. Ich werde 
^ich nur mit dem Fall näher beschäftigen, wo der Stab ursprüng- 
uch gerade und die Abweichung der Elemente aus ihrer natür- 
*i<^hen Lage stets sehr gering ist. In diesem Fall kann man 
*^i» ß^, y durch 1 ersetzen, während die übrigen Cosinus sehr 
*^Iein sind; und zwar darf man nach den Ausführungen des 
S 54 setzen: 

du ^ dv 

— ^i = ßi = 9>> 
S = w, rj = V, i = z + w. 

Die obigen Componenten und Drehungsmomente werden dann : 



_ G d*u 


u„ 


U + ^ ff»' ^'^ 




-. ?^<r 


v^ 


'^- gUr 


-^^h'Wd.' 
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Man bemerkt leicht, dass durch die Einführung dieser Grös- 
sen in die Gleichungen (34) . . (34^) die schöne Eigenschaft jener 
Gleichungen, die Variabein getrennt zu enthalten, keineswegs zer- 
stört wird. Es bestimmen sich also in diesem Fall die nach den 
Hauptaxen eintretenden Transversalschwingungen, sowie die Longitu- 
dinalschwingungen und die Torsionsschwingungen abgesondert vo 
einander; und zwar erhält man aus den angeführten Gleichge 
Wichtsgleichungen nunmehr die folgenden für die Bewegung: 

Transversalschwingungen : 




dz' dt" ' ' dz 9 ^ de ' g ^d^di 

mit den Grenzbedingungen: 



-»'•(5), =-+*(£), +<-.>.+! '•'(! 



^•■(S),=-^+*(S),+(-j. + |-»(a-? 




und 






Longitudinaischwingungen : 

mit der Grenzbedingung: 

dw\ 



Torsionsschwingungen : 

mit der Grenzbedinguag : 

Eq «* I? = C. 
Die allgemeinen Vorstellungen bezüglich solcher Schwinguog'^Q 



( 
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sind bereits in § 19 entwickelt worden. Indem man Lösungen 
der allgemeinen Bewegungsgleichungen sucht, welche sich durch 
co^C^n^) oder sin{'K^t) darstellen, multiplicirt mit einer Function 
der Coordinaten (hier von z), gelangt man zu der Bestimmung 
der Elinzelschwingungen, deren der Stab unter gegebenen Ver- 
hältnissen fähig ist; man gelangt zu einer transcendenten Glei- 
chung für x„, deren Wurzeln sämmtlich reell und positiv sind. 
Diese Wurzeln bestimmen die Höhe der Töne, welche der 

Stab angiebt, indem die verschiedenen Werthe von —2- die An- 

zahl der Schwingungen darstellen, die jene Töne in der Secunde 
ausführen. 

§ 60. Longitudinal- Schwingungen eines geraden Stabes. 

Für die Longitudinalschwingungen ist die Aufstellung der 
transcendenten Gleichung sehr einfach. Setzt man: 

tv = w^ cos(jc„^), 

^ö fv^ nur von z abhängt, so geht die entsprechende Gleichung 
der vorigen Seite, die äussern Kräfte gleich Null gesetzt, in die 
^^Igecde über: 

(44) ^ = _- ^ ^n ^n 

^ dz^ Eg ' 

deren allgemeinstes Integral ist: 

(45) .tv^ = A^ cos ^x„ ^y j^ + ^n sin (x„ z j/ ^ ' 

Nehmen wir nun an, das Ende z = sei jedenfalls fest, so 
'^^^ss w und also auch w^ für dieses Ende, welches an den 
^seillationen nicht Theil nehmen kann, offenbar verschwinden, 
^'^d man hat daher jedenfalls 

^^ sich sonst mit z=0 w^ auf A^, also nicht auf Null reduciren 
-^tirde. So bleibt: 

(46) w = JB„ sinyK^zj/ ---jcos{K^t). 

Ist nun das andere Ende des Stabes ebenfalls festgehalten, 
So muss tv auch noch für z=sl verschwinden-: und dies ist nicht 
anders möglich als wenn: 
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Dies ist in diesem Fall die transcendente Gleichung vo- 
welcher oben die Rede war. Ihre Wurzeln sind leicht zu erhal 
ten; der Sinus kann nur verschwinden, wenn das Argument eici 
Vielfaches von 7t wird , und die Wurzein der Gleichung sind als( 

''''~ i y G* i y g' l f^ g"'' ' 

die zugehörigen Schwingungszahlen werden: 

2n 21 y G* 2iy G* 2ir G 

Die erste Zahl giebt den Grundton des Stabes an, die ande 
die höhern Begleittöne ; dieselben sind, da sie die doppelte, dr 
fache etc. Schwiugungszahl haben, seine Octave, die Quinte ik 
Octave u. s. w., Töne, welche Je höher sie werden, einander 

so näher rücken , da das Verhältniss — — - zweier auf einan 

n+\ 

folgender Schwingungszahlen sich der Einheit immer mehr nähe^ -^^^t, 

je grösser n selbst ist. 

Der Grundton bestimmt also die Begleittöne vollstänA & ^. 
Seine eigene Schwingungszahl ist, wie man sieht, der Läng^ d ^s 
Stabes umgekehrt proportional, und ebenso der Quadratwur^^c ei 
des speciGschen Gewichts , hingegen direct proportional d ^r 
Quadratwurzel des Elasticitätsmoduls, den man sonach aus <] ^r 
Höhe des Grundtons selbst zu bestimmen vermag. 

Der Grundton, und damit die ganze Tonreihe, vertieft si <d1i 
sich also mit zunehmender Länge und mit grösserem specifiscti^n 
Gewicht, erhöht sich mit zunehmendem Eiasticitätsmodul. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass nur für den GrundLcDo 
der ganze Stab in zusammenhängenden Schwingungen begriflr<ea 
ist. Die Amplitude der Schwingung an verschiedenen Stellen ist 

abhängig von dem Factor sin i^^z J/ tt-j» ™t welchem tc; be- 
haftet ist. Führt man hier für x„ seinen Werth 



'"''— i r G 
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fl 7t Z 

ein, so ^ird dieser Factor sin — — . Für n = 1 nun wächst dieser 

Factor, also die Intensität der Schwingung, vom Ende bis zur 

Mitte, um dort bei z = — sein Maximum l zu erreichen. Aber 

2 

im Allgemeinen verschwindet dieser Factor bei 

— ^ 
n 

^o k irgend eine ganze Zahl ist; d. h. es giebt für den nten 
Ton des Stabes n — i sogenannte Knotenpunkte, welche an 
der Schwingung überhaupt nicht theilnehmen, und welche, in 
gleichen Abständen gelegen, den Stab in n gleiche Theile zer- 
legen. Der Stab schwingt also für den zweiten Ton so, als wäre 
er aus zwei gleich langen Stäben zusammengesetzt, für den drit- 
^n so, als wäre er aus dreien zusammengesetzt, u. s. w. 

Die Intensität mit der jeder einzelne Ton auftritt, hängt von 
der Erregungsart ab. Da die obigen Betrachtungen völlig in der- 
selben Weise auch dann noch gelten, wenn man in tv den Factor 
^s^x^/) durch sin (x^i) ersetzt, so erhält man den allgemeinsten 
Ausdruck von tv, indem man die Summe aller ähnlich gebildeten 
Glieder einführt, für die x„ aber die gefundenen Werthe setzt, in 
der Form: 

zn / ' anX, , ^ a%i\ 

w = sm — — {B^ cos — - — -j- C^ sin — — j 

I 2^^ /t> 2a7ti , ^ 2a7tt\ 

+ sin — - [B^ cos — — + C^ sin — - I 

+ sm -j- I ^3 cos — ^ h Cg sin —^j + . . . , 

^'obei die ^, C willkürliche Constanten bedeuten, und wo der 
^ör^e wegen: 



'-A 



Eq 



S^Betzt ist. Die Constanten B, C nun lassen sich immer so be- 
^l"*nr^men, dass der Stab einen beliebig vorausbestimmten Anfangs- 
^^stand erhält; dass also die im ersten Augenblick [i = 0) vor- 
*^^^ Irdenen Verschiebungen und Geschwindigkeiten der Elemente 
^^clx durch gegebene Functionen von z darstellen. Seien diese 
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Functionen f[z), F{z), so erhält man aus dem obigen Ausdrucke 
von w, für t= 0: 

rv =: f[z) =i B^ Sin — + B^ sin — — + B^ sin — — + . . . 

» V » 

- =F(z) = y-(^CjSin y + 2C,sin — + ^C,^m — + ...j 

Wie sich aus Gleichungen dieser Art die Coefficienten B, C 
bestimmen, davon ist im Frühern schon wiederholt die Rede ge- 

h 2 tc 

Wesen. Multiplicirt man nämlich die Gleichungen mit sin — -~ 

und integrirt sodann über den ganzen Stab, also von Null bis l, 
so fallen rechts alle Glieder fort bis auf P;^, C^, und man erhält: 

hzTt . / ^ 

dz = ^ B^ 



J f[^) sin —^ 

i 

F{z) sm — 





hzTt , han _ 

dz = -j- Ct,, 

woraus die Coefficienten B^^, C^ sich aufs Einfachste bestimmen, 
wenn die Functionen f, F bekannt sind. So sieht man, wie durch 
diese Functionen endlich das ganze Problem ein vollkommen be- 
stimmtes wird. Aber nur auf die Intensitätsverhältnisse haben sie 
Einfluss, während die Höhe der verschiedenen Töne sich aus- 
schliesslich durch die Grenzbedingungen, durch die Befestigungs- 
art, bestimmt. 

Indem man diese letztere variirt, werden denn auch wirklich 
die erregten Tonreihen verändert. Nehmen wir nicht, wie im 
Vorigen, das Ende z = l fest an, sondern denken uns dasselbe 
frei, so muss nicht tv für z = / verschwinden, sondern die 
Spannung muss an diesem Ende schlechterdings Null sein, da 
keinerlei Zugkraft auf dasselbe wirkt. Gehen wir auf die Glei- 
chungen von p. 248 zurück, so ist dies gleichbedeutend mit M = 

oder mit — - r^ 0; man erhält also in diesem Falle, wenn man 

dz 

für w wieder den Ausdruck (46) benützt, und seinen Differential- 
quotienten nach z verschwinden lässt: 



"'' ("- ' /l) = '■ 
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Die Wurzeln dieser Gleichung erhält man, nenn man das 

Argument des Cosinus einem ungeraden Vielfachen von — • gleicli- 

setzt, also: 

TT ,/^ 3jr j/e^ bTt j/~Eg 

""^^ VlF G 21 y G 21 y G 

Diese Tonreihe ist der vorigen ganz ähnlich; aher der Grundton 
ist um eine Octave tiefer wie im vorigen Fall, da die Schwingungs- 
zalil nur halb so gross ist; auf den Grundton folgt hier sogleich 
die Qumte seiner Octave, u. s. w. Auch die Lage der Knoten- 
punkte fär jede Einzelschwingung wird dadurch modiöcirt. Denn 

da allgemein: 

2n — 1 n i/Eg 

*- = —T- -iV -G' 

so wird der von z abhängige Factor in (46): 

(2n -- l nz\ 

^^d dieser verschwindet, wenn man 

2hl 



2n — 1 

^^tzt. Um die Knotenpunkte zu finden, muss man also die Länge 
^^« Stabes in soviel Theile theilen, als diejenige Zahl beträgt, 
^'^Iche das Verhältniss der Schwingungszahl des Begleittones zu 
der des Grundtones angiebt, und alle geraden Theilpunkte zu neh- 
**^«n, vom festen Ende des Stabes an gerechnet. 

Die Eipführung der Anfangszustände erfolgt ganz ähnlich wie 
^^ vorigen Falle. Der allgemeinste Ausdruck von w^ welcher sich 
^Hs den Einzellösungen zusammensetzen lässt, hat hier die Form: 

. zn /__ ant , ^ ant\ 

fv = sm— \^B, cos -- + C, sin -^ ) 

+ sm -^\^t c«s -^ + C, sm -jj-J + ... 

Vro a wieder die Bedeutung J/ ■—■ hat. Bezeichnen wieder f{z), 

^(z) diejenigen Functionen, welche die anfänglichen Auschreitun- 
^en und Geschwindigkeiteu der Elemente angeben, so hat man 



■ «• 4 A 
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w = f{z) = B,sm — + B^sin — + .., 



„, . OTT /^ zn , ^ ZZTt \ 

= ^W = ^ (C.sm - + 3(7. sin — +•..)• 



dw 
dt 

Um daraus die Constanten B, C dem Anfangszustande ge- 
mäss zu bestimmen, multiplicirt man beide Gleichungen mit 

(2h — \)zn 
sin ^ — ^ — , und integrirt über die ganze Länge des Stabes, 

von z = bis « = / ; . es verschwinden dann rechts alle Glie- 
der bis auf jPä> ^ht und man hat: 



10 



Jf^')''^' ^j^— dz= ^B, 



r„f . . (2Ä— l)z7r 



äz^±C,. 





so dass die B, C unmittelbar sich finden lassen, wenn die Func- 
tionen f, F gegeben sind. 



§ 61. Transversalschwingfiingen. 

Ich komme zu dem Problem der Transversalschwingungen, 
welches namentlich in Bezug auf Saitenschwingungen von der 
grössten Wichtigkeit ist. Das Problem der schwingenden Saiten, 
seit d'Alembert mannigfach behandelt, wird gewöhnlich in etwas 
anderer Weise gefasst, indem man dasselbe aus der Theorie der 
absolut biegsamen Körper deducirt. Dies kommt mit anderen 
Worten darauf hinaus, dass man in den Gleichungen p. 248 die von 
dem Elasticitätsmodul und den Trägheitsradien abhängigen Grössen 
vernachlässigt. Aber einerseits darf man in der That Saiten, 
namentlich Stahlsaiten, keineswegs als völlig biegsame Körper 
betrachten; andrerseits scheint es von vorn herein misslich, in 
jenen Gleichungen gerade die Glieder zu vernachlässigen, welche 
die höchsten Differentialquotienten enthalten; ein Verfahren, wel- 
ches höchstens durch den Erfolg, nie aber a priori gerechtfertigt 
werden kann. 

Nehmen wir also an, beide Enden der Saite werden 
festgehalten, ohne aber in ihrer Richtung bestimmt zu sein; 
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hat sonach für beide Enden die Bedingung, dass die Aus- 
schreitungen u, V verschwinden müssen, während die Tangenten 
der Schwerpunktslinie beliebig bleiben. Aber eine weitere Be- 
stimmung entsteht daraus» dass die Enden eben nur festgchnlten, 
also keinerlei Drehungsmomenten unterworfen sein sollen. Da 
somit (^,, {B')ij verschwinden, so hat man für beide Enden 
neben den Bedingungen m = 0, v = noch aus p. 248: 






wodurch denn das Problem vollständig bestimmt ist. 

Man bemerkt, dass die Bedingungen für u und v völlig über- 
einstimmen, bis auf den Umstand, dass in der zweiten Gleichung 
P- 248 Ä* steht, wo in der ersten A* erscheint. Dieser Umstand ist 
^on einiger Bedeutung; es geht daraus hervor, dass wenn die 
beiden Hauptträgheitsmomente des Querschnitts nicht gieicli sind, 
die ursprünglich erregten Schwingungen sich in zwei Componen- 
ten sondern, von denen die eine der einen, die andere der an- 
dern Hauptaxe des Querschnitts parallel gerichtet ist; und dass 
^ie Tonreihen, welche bei diesen beiden Theilen der Schwingung 
erzeugt werden, nicht völlig identisch sind, sondern um so ver- 
schiedener, je verschiedener jene Trägheitsmomente. 

Denken wir uns die Anfangszustände und die anfänglichen 
Geschwindigkeiten von vorn herein in die betreflFenden Componen- 
t^n zerlegt, so entspringen aus jeder derselben nur Schwingungen, 
Welche der betreffenden Axe parallel sind. Beide Theile des Pro- 
Werns können gesondert behandelt werden, und da die sie bedin- 
ST^nden Gleichungen völlig gleichartig sind, so wird es genfigen, 
einen derselben, also etwa die Schwingungen m, zu betrachten. 

Diese Schwingungen hängen von folgenden Gleichungen ab: 
im ganzen Stabe: 

dz* Cr g d r g droz^ 

hei z = 0: 

(47a) 

bei z = /: 

(47b) „ = 0. |!^ = 0; 

dz* 



dz' 



w = 0, ;r-2 = 0, 
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endlich, wegen des gegebenen Anfangszustandes: 

für t = 0: 

{47c) « = nz). ^1 = F{z), 

WO f{z) die anfänglichen Verschiebungen, F{z) die anfanglich vor- 
handenen Geschwindigkeiten (parallel der ^Axe) darstellt. 

Setzen wir nun zunächst» um die Einzelschwingungen zu 

finden : 

u = w^cosx^/, 

wo u„ eine Function von z allein bedeutet. Führen wir dies in 
die Gleichung (47) ein, so erhalten wir eine Gleichung für t/„, 
nämlich: 

(48). . .^,i' ^ = 3f ^» + - , K>, - - X«, X,* — ". 

Diese Gleichung, welche linear und von der vierten Ordnung 
ist, besitzt im Allgemeinen vier specielle Integrale von der Form 

e ** , aus denen sich das allgemeine Integral auf lineare Weise 

zusammensetzt. In der That, wenn man für u^ die Form e *" 
annimmt, und dies in jene Gleichung einführt, erhält man, mit 

Beseitigung des gemeinschaftlichen Factors e ** die Gleichung 
für «„: 

Q 9 

aus welcher sich erglebt: 

^" 2EqX^ 2gE ^ ^ \2EqX^ 2 g eJ "*" Eg X^ 

oder, wenn man der Kürze wegen: 

M , G ^, 



2EqX'' ' Egk 

setzt: 



wo denn h nur noch von der Gestalt und Masse des Stabes, a 
ausserdem von der Spannung M desselben abhängt. Ist x^ reell, 
so ist von den beiden Wertlien von a * der erste 
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,«, . . ^. = ,. _ ?^ + /(,. _ t^y + ^.... 

positiv und a^ reell, der andre aber wird negativ und also a„ 
imaginär; ich setze daher für diesen Werth — j3„* an Stelle von 
a^, und habe dann: 

(50) . fc. = _ .. + ^ + j/j7iiM)\j:i 

Die diesem Werth entsprechenden Exponentialgrössen er 
verwandeln sich in Sinus und Cosinus; und statt der vier beson- 
dem Integrale 

kann man dann die vier folgenden einführen: 

e , e , cosp^z, sin ß^z, 

so dass der allgemeine Werth von u^ ist: 

WO A^, B^, C„, Z>„ willkürliche Constanten bezeichnen. 

Führen wir dies in die Bedingungen (47*), (47^) ein, so er- 
halten wir für die Constanten folgende Bestimmungen: 

^„ + Q + 2>, = 

- ßn' ^n + «n* (^n + I>n) = 

A^cosßJ + B^siüßJ + C^ß"''*' + 2>,e '"''"^ = 

— /J.« M, cos j5,/ + B, siüßj) + (.„' (c,e """^ + 2>,e "''»0 = 0. 
Schliessen wir hier die Möglichkeit a„* == j5„* aus, welche 
sogleich besonders untersucht werden soll, so zerfallen diese Glei- 
chungen sofort in: 

Hier sind nur zwei Falle möglich; einmal dass C^ = 0, 2>^ = 0, 
und 

sinj3^/ = 0; 

dann muss ßj einem der Werthe 

(52) ßj = n, 27t, Stt... 
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gleicli werden. Oder es müsste ^^ = sein, C^ = — />« und 
daher 

e "" = e * . 
In diesem Falle würde man erhalten: 



aj= 7t j/^ , 27t j/^, 37r/— 1... 

Man sieht; dass dies dieselbe Reihe ist, wie die vorher für 
ßj erhaltene, nur multiplicirt mit ^— i. Genauer betrachtet heisst 
dies nichts anderes, als dass man die vorige Lösung reproducirt, 

nur jedesmal === statt ß geschrieben; auch gehen die in dem 

Ausdruck von u^ dort scheinbar übrig bleibenden Exponential- 
grössen wegen des imaginären Exponenten in genau dieselben 
trigonometrischen Glieder über, welche zuvor aus den beibehalte- 
nen Gliedern mit ß^ sich ergaben; genug, dieser Fall giebt nichts 
Neues, und braucht also gar nicht berücksichtigt zu werden. 

Aber eine kurze Erwägung erheischt noch der Fall, wo etwa 
*^n*> ßn einander gleich sein könnten. Dies tritt ein, wenn 



(«. _ ^^y + ft.«„. = 0. 



In diesem Falle ist der Ausdruck (51) nicht das vollständige 
Integral der Gleichung (48), welche die Gestalt 

—: - 2^' iJ + c'u^ = 0, c* = — — , — ^ 



dz* dz"" * " ' 2^^r 2gE 

annimmt; sondern ihr vollständiges Integral ist: 

Wn = (A + 5»^) e"""" + [C^ + 2>,2) e ""''"', 
was man durch Differentiation leicht verificirt. Die Bedingungs- 
gleichungen (47*), (47^) geben nun: 

A + ^n = 0, c' [A, + Q + 2c {B, — 2>J = 
[A, + BJ) e""^ + (C, + DJ) e^''^ = 

c^A^ + BJ) e""^ + c'{C^ + DJi)e'^''^ + 2c(z?,e^' + i>„e"'''0=O. 

Man schliesst hieraus leicht, dass ^„ = ^„ = C„ = />„ = 0, 
und dass also Einzelschwingungen dieser Art nicht existiren 
können. 
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So bleibt denn nur die Lösung (52) übrig, nach welcher ß^ 
die Werthe 



n 


2n 


Zn 


nn 


l 


9 

l 


l 


l 



annehmen kann, und nach welcher also, wenn man auf die 
Gleichung (50) zurückgeht, für 'k^ die folgenden Wertlje gefunden 
'werden ; 



V 



Diese Werthe sind sämmtlich reell; was eine Bestätigung des 
Satzes giebt, dass überhaupt nur reelle Schwingungen, d. h. rein 
pefiodische Bewegungen eintreten können. Diese Tonntihe aber, 
derea Schwingungszahlen man erhält, indem man die obigen 
Zahlen durch 2n dividirt, hat im Aligemeinen nicht den einfachen 
Charakter der im Vorigen betrachteten Reihen, indem die einzel- 
nen Schwingungzahien nicht rein numerische Verhältnisse haben. 
Indess ist dies dennoch mit grosser Annäherung der Fall, wenn 
die Spannung sehr gross, der Querschnitt ausserordentlich klein 
ist. Führen wir nämlich in das allgemeine Glied der obigen 
Reihe für a, h ihre Werthe wieder ein, so kommt: 






g{M^ + n^T^Eq}}) 



Qq {p + n«7rU*) 

Wenn also A so klein wird, dass trotz des grossen Elastici- 
^tsnnoduls unter der Wurzel die ersten Glieder überwiegen, so 
ßJ^hält man die arithmetische Reihe 

Ire* T y G^ T t g'"' 

^^^ es wird die Annäherung um so grösser sein, je kleiner n, 
^«so grösser für die ersten Glieder der Reihe. Die obige Reihe 
^«^i:* ist wieder die schon bei den longitudinalen Schwingungen 
^'^^^Itene Reihe von Grundton, Octave, Quinte der Octavp u. s. w, 
^Icihe man allgemein auch für transversal schwingende Saiten an. 
^^•Xä^I. Die Schwingungszahl des Grundtons ist proportional mit 

^ ß/ -- ; dieser Ton und mit ihm die ganze Reihe, erhöht sich 

*^o mit wachsender Spannung M, vertieft sich mit wachsender 
-^Oge und mit grösserem specifischen Gewicht. Namentlich aber 

^Ubtch, Theorie elast. Körper. 27 
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igt es auch bemerkenswcrth, dass X aus diesen Zahlen ganz ver- 
schwunden ist, so dass also jene erwähnte Ungleichheit der Ton- 
reihen für die den beiden Hauptaxen parallel gezahlten Schwingun- 
gen unter dieser Annahme aufhört. 

Ganz anders wird es, wenn umgekehrt die Spannung gering 
oder Null ist, wie dies bei einer elastischen Feder eintreten kann, 
deren Enden nur einfach festgehalten sind. Behält man in diesem 
Fall nur die zweiten Glieder unter dem Wurzelzeichen bei, indem 
man auch, wenigstens für kleinere n, «*7r*A* gegen P vernach- 
lässigt, so ist 

1 

Auch in diesem Fall erhalten wir eine in einfachen Verhält- 
nissen fortschreitende Tonreihe. Aber die Schwingungszahlen bil- 
den die Reihe der Quadratzahlen; auf den Grundton folgt 
sofort seine zweite Octave. 

In dem allgemeinsten Fall tritt nun eine solche einfache 
Tonreihe nicht auf, da n noch unter der Quadratwurzel enthalten 
ist; und erst aus den Schwingungszahlen zweier Töne ist die 
ganze Reihe numerisch bestimmt. Um so bemerkenswerther ist 
es, dass die Lage der Knotenpunkte unter allen Umständen 
dieselbe, und ganz einfach bestimmt ist. Denn der von z ab- 

hängige Factor in u^ wird, da j5„ = — ist, zu 

nzn 
sm — ^' 

» 

ein Ausdruck, welcher für z = — verschwindet. Die Knoten- 

n 

punkte des ;iten Tons theilen also unter allen Umständen die 
Länge / in n gleiche Theile, so dass der ganze Stab sich dem 
nten Tone gegenüber ebenso verhält, als bestände er aus n gleich- 
langen Stäben, welche sämmtlich ihren Grundton angeben. 

In etwas haben die speciellen Werthe der x„ Einfluss auf 
die EinfUjrung des Anfangszustandes. Der allgemeinste Ausdruck 
von u wird nach dem Vorigen 

n=00 

u = J> (J3„cosx^/ + C^smK^t) sin — - — 
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Man hat also für / = 0: 



nzTt 



u = f{z) = ^ J5„ sin — 



n=0 



_ = Fiz) = ^ K,C, sin —^, 

n=0 

ganz wie bei den Longitudinalschwingungen; und dasselbe Ver- 
fahren, welches dort angewandt wurde, gibt also auch hier: 



fn^ sin '1^ dz= 1 B^ 



F{z)sin -j- dz =)c„.- C\. 

Ich will dies auf ein specielles Beispiel anwenden. Ursprung- 
lich soll sich der ganze Stab in seiner naliniichcn Lage beßnden; 
cliejenigen Theile, welche auf einem sehr kleinen Stück des Stabes 
zwischen z = h + s und z = h — e enthalten sind, haben die 
Anfangsgeschwindigkeit u^ erhalten; alle übrigen Punkte besitzen 
«Auch keine Anfangsgeschwindigkeiten. Es ist also f{z) überhaupt 
iNiill, und somit verschwinden sämmtliche B; F[z) hingegen ist von 
jNuU verschieden zwischen z = ä — e und z=^h + f, und hat 
dort den W^rth u^. Da nun die Function F ausserhalb dieses 
Intervalls verschwindet, so ist auch bei der Integration nur dies 
Intervall zu berücksichtigen, und es wird also: 

u^ ( , nzTt 
h—s 



_ 2w, 



2m„ r HTtih — s) n7t(h + s)l 
= — cos ^— — cos ^- 



4w-, nnh nits 

sm — r— sin 



nnn^ l l 



'n 



Ist nun £, wie ich angenommen habe, sehr klein, so kann 
tnan sin — — durch -r— ersetzen, und es bleibt endlich: 

4Wo£ . nnh 
C„ = — -^ sm 



/x, / 



17 



« 
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So wird denn der ganze Schwingungszustand dargestellt 
durch die Reihe: 

4UqS / 1 , Tth . 7CZ , 

u = — 7^ I — sm— - sm-— - smx.^ 

, 1 . 27th , 27tz . ^ , \ 

+ — sin— — sm— 7— smx,^ + • • • !• 
Xg / / ' / 

DieTerme der Reihe nehmen offenbar ab, da die Zahlen K^, n^,... 
zunehmen; es wird also der Grundton vorherrschen, die beglei- 
tenden werden schnell schwächer in dem Maass wie ihre Höhe 
zunimmt. Von diesen Nebentönen kann selbst einer oder der 
andere ganz ausbleiben. Ist nämlich die Erregungsstelle Knoten- 
punkt eines Tons, etwa des nten, so hat man nach der Defini- 

nnh 
tion der Knotenpunkte sin—- = 0, und es versch\*1ndet mit 

diesem Factor das entsprechende Glied der Reihe. 

(ch werde auf andere Fälle der Befestigungsart nicht eingehen, 
da es vorzüglich auf Darstellung der Methode ankam, welche im 
Vorigen auseinander gesetzt ist. Man findet insbesondere solche 
Fälle, in denen die Spannung M nicht vorhanden ist, behan- 
delt bei Poisson, traite de Mecanique, 2""® ed. tome II, p. 368 folgg., 
worauf hier verwiesen sein mag. 



§ 62. Torsionsschwingnngen. 

Die Torsionsschwingungen verhalten sich den Longitudinal- 
schwingungen so sehr analog, dass es genügen wird, dieselben 
ganz kurz zu behandeln. Nimmt man an, dass keine Kraft auf 
das Innere des Stabes wirke, so ist die Differentialgleichung, welche 
die Stellung des Querschnitts in jedem Augenblick angiebt, nach 
S 59, p. 248: 

Dieselbe unterscheidet sich von der Gleichung für die lon- 
gitudinalen Schwingungen nur dadurch, dass hier der Coefficient 

-^ — ^ — auftritt, wo dort der Coefficient - - erschien. Mit 
gE ^ ' gE • 

Rucksicht hierauf kann man die in § 60 aufgestellten Formeln 
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oh&ne Weiteres benutzen, wenn man nur dein dort durch a be- 
zeichneten Ausdruck hier den Werth: 

" = f C" ■ AH^« 

beilegt. Die Reihen der Sclmingungszalilen sind: 

Tta 27ta Zna 
27' TT' ~U 

^Or den Fall, wo beide Enden des Stabes befestigt sind, hingegen: 

na Zna bna 



21 * 2/ ' 21 



... f 



^"^'enn das eine Ende vollkommen frei ist. Freilich kann man 
^i€se Zahlen in diesem Fall nicht mehr als die Repräsentanten 
^oo Tönen ansehen, aber ihre Redeiitung für die Einzelschningun- 
Sen, so wie das über die Lage der Knotenpunkte Gesagte bleibt 
Vollkommen unverändert. 



§ 63. Spannangeii im Innern. 

Die Spannungen, welche im Innern eines Körpers von klei- 
nem Querschnitt auftreten, sind im Frühem bereits angegeben 
Mrorden ; doch ist es der Wichtigkeit in den Anwendungen 
Wegen gut, dieselben nochmals an dieser Stelle besonders her- 
vorzuheben. \ 

In jedem Element sind bis auf Grössen höherer Ordnung 
nur die Spannungen t^^ , t^^ , i^^ vorhanden, von denen die beiden 
ersten den Hauptaxen des Querschnitts parallel auf die Quer- 
schnitte selbst, und der Axe des Elements parallel auf diejenigen 
Längsschnitte wirken, welche durch die Axe des Elements und 
je eine Hauptaxe des Querschnitts geführt werden. Diese Spannun- 
gen haben nach (1*), p. 195 die Ausdrücke: 

U% = ^ [(«+«! ^+öty) + ^ (^ ^+K y)] 



+ b^ + b ^4-b ^^ 



— 262 — 

oder, wenn man aus (2) die Werthe der a etc. einführt: 

/ __i_ [-^ („ 4. !^\ ^ / ft.r*+(2-f«)y' ag.\ 

"~2g(l+^)< ^«V 8y / «'V 2 dyS 

-^((.+-^).^-f)|- 

Erinnert man sich nun, dass die Function B^ ron der zwei- 
ten Ordnung war, B^, B^ von der dritten, ihre Differentialquo- 
tienten jedesmal von der um 1 niedrigeren Ordnung, dass ebenso 
X, X, '9' von der ersten Ordnung waren, so reducirt sich dies 
System« mit Beibehaltung allein der Grössen niedrigster Ordnung 
auf: 



(53) 



*' 2y(H-f») ^V dy) 



'" " 22(1+^) 



•*« ■— 



und es werden also im Allgemeinen diese Glieder allein beizube- 
halten sein. Auf die von A, B abhängigen Glieder wird man nur 
bei etwaigen besonderen Punkten zurückkommen müssea, in de- 
nen die Krümmung des Stabes sich sehr rasch ändert, und deren 
in § 49 Erwähnung gethan ist. Hingegen kann es bei Stäben, 
welche nahezu geradlinig bleiben, nothwendig werden bei t^^ das 
von C abhängige Glied zu berücksichtigen, sofern eine bedeutende 
Längsspannung eintritt, und dann zu schreiben: 
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'aa 



-4-{'' + ^'-t^)- 



Führt man an Stelle der Momente A\ B\ C' wieder die re- 
roken Krümmungsradien — 



— und die Torsion — ein, so 
9^ 9 



man: 



i^A) 



*S3 



=z -^ + E 



E 



_ E 

'^3 - 2(1+^)9 



^ 9t 9iJ 

) 






dx 
dB. 



(--t)- 



Die beiden letzten Spannungen verschwinden, wie man sieht, 
*^it der Torsion ; in dem Fall der blossen Biegung bleibt also 
iin Allgemeinen nur die Längsspannung ^33 zurück. Diese setzt 
^Icb aus zwei Theilen zusammen, aus dem von C herrührenden 

Q 

Antheil— , welcher allen Punkten des Querschnitts gemeinsam ist, 
und aus der Grösse 



E 



\9t 9i^ 



welche in der Axe verschwindet, und nach der Peripherie zu 
iiiächst, aber verschieden in verschiedenen Richtungen. Die am 
meisten gespannte Stelle liegt also in der Peripherie, und ist 
nach dieser Formel leicht zu bestimmen. 

Bleibt insbesondere der Stab nahezu gerade, und bezeichnet man 
durch ti, t^ kleine Ausschreitungen der Schwerpunktslinie in Richtung 

der X und TAxen, so wird nach §54— = — ^' ~^^^' *'^ 



9t 



(55) .... t,^—j — e(^x -^^ + y 



dz' 



dz 



dz' Q, 



eine Formel, welche bei der Biegung dünner Stäbe zur Anwen- 
dung kommt, und welche in die übliche Formel übergeht, wenn 
man nur eine der beiden Biegungen u, v für sich betrachtet 
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§ 64. Chnmdlage far die Behandlung dünner Platten. 

Die Theorie einer elastischen Scheibe*) lässt sich auf ähn- 
liche Art behandeln wie die soeben ausgeführte Theorie dünner 
Drähte. Auch hier ist es zunächst eine Fundamentalanschauung, 
dass man für das innere Gleichgewicht der Elemente die auf das 
Innere wirkenden Kräfte vernachlässigen könne ; auch hier werden 
wir so verfahren, dass wir zunächst dieses Gleichgewicht begrün- 
den, die Gontinuitätsbedingungen erfüllen, und endlich, indem wir 
die Bedingungen des äussern Gleichgewichts der Elemente fest- 
stellen, zu den Gleichungen für das Gleichgewicht der ganzen 
Scheibe gelangen. 

Denken wir uns im Raum dreiCoordinatenaxen, X\ Y\ Z', 
so dass etwa ursprünglich die Mittelfläche einer gegebenen, sehr 
dünnen ebenen Platte mit der Ebene X\ Y\ zusammenfallt. In 
dieser Mittelfläche seien a, h die Goordinaten eines Punkts. Le- 
gen wir von diesem Punkte als Anfangspunkt ein Coordinaten- 
system X, Y,Z dem ersten paraUel, welches nur für die in der 
Nähe von a, b liegenden Punkte benützt werden soU. Und zwar 
denke ich mir die ^Axe mit einem durch a, h der ^Axe 
parallel gezogenen Linienelement in solcher Weise fest verbun- 
den, dass sie auch nach jeder beliebigen Verblegung an demsel- 
ben haftet, ebenso die ^^JTEbene mit dem Flächenelement der 
Mittelfläche fest verbunden , so dass sie zwar über demselben hin- 
gleiten, nie aber die Ebene desselben verlassen kann. Ziehen 
wir also in der ursprünglichen Lage der Mittelfläche durch a, b 
zwei den Axen X\ Y' parallele Elemente da, db, so soll auch 
nach jeder Verbiegung das Goordinatensystem der X, Y, Z so 
mitbewegt erscheinen, dass die ^^xe desselben fortwährend mit 
dem Element da zusammenfällt, die ZAxe fortwährend auf da, 
db senkrecht steht. 



*) Die wahren Gleichungen für kleine Verschiehungen und Schwin- 
gungen dünner Platten sind zuerst von Eirchhoff in Grelles Journal, 
Bd. 40 gegeben; später in Folge einer von Eirchhoff in Betreff der 
Methode gemachten Bemerkung (Grelles Journal, Bd. 56) von Gehring 
in seiner Dissertation de aequationibus diff, qiäbus aequüibrium, et motus 
lanunae crystallinae deftniuntur, Berlin, abgeleitet und zugleich auf kry- 
stallinische Medien ausgedehnt. Endliche Verbiegpingen sind bisher 
nicht behandelt worden. 
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In diesem Coordinatensystem seien nun ursprunglich x, y, z 
die Goordinaten eines Punktes, welcher dem Punkte a, b sehr 
naihe hegt; also x + a, y + b, z die ursprunglichen Goordinaten 
des Punktes x, y, z im Raum. Nach der Verbiegung soll der 
Pi:iiikt a, b im Raum die Goordinaten |, 17, ^ besitzen. Das 
Coordinatensystem X, T, Z hat sich mitbewegt in der oben an- 
gegebenen Weise, und jener Punkt welcher in demselben ur- 
spr^ünglich die Goordinaten x, y, z hatte, besitzt jetzt in demsel- 
ben die Goordinaten x + u, y + v, z + w. Betrachten wir zu- 
i^skchst die Zustände in dem Elemente der Platte, welches dem 
I^iMkt a, b oder g, % f benachbart ist. 

Der Zusanunenhang des verschobenen Goordinatensystems 
-Sr, T, Z mit dem im Raum festen System X, T, Z! drückt sich, 
d^ & % i die Goordinaten des neuen Anfangspunktes sind, nach 
^en Formeln (4*), p. 199 mittels der Gleichungen aus: 

Iä:' = ^ + a^ (a; + m) + a^ (y + v) + a (z + w) 
y = ^ + i^i (^ + t/) + iS, (y + t^) + 15 (z + it^) 
«' = f + yi (^ + w) + y, (y + v) + y (2 + w), 

^'0 x\ y, z die wahren Goordinaten des verschobeneu Punktes 
^^,y,z im Raum bedeuten, und wo die Grössen «,, j3j, y^ die 
Ck)sinus der verschobenen ^Axe gegen die festen Axen im Raum 
sind, ebenso a,, ß^, y^ die der FAxe, a, j3, y die der ZAxe. 

Zwischen diesen Gosinus bestehen die Bedingungen (5), (6): 

f «1* + ft* + yi' = 1 ^, « + 15« 15 + y, y = 

(57). •{«,• + 15/ + y/ = l, ««, + |5l5, + yy. = 
^ a« +15« +y« =1, «i«,+ ftl5, + y,y, = 0. 

Die Grössen ^, 17, ^, sowie die 9 Gosinus of, l5 etc. sind als 
Functionen von a, fr zu betrachten, welche die ursprunglichen 
Goordinaten des Anfangspunktes von X, F, Z waren; das ganze 
Problem ist gelöst, wenn man jene Grössen als Functionen von 
a, b bestimmt hat. 

Inzwischen ist das Element da ein wenig verlängert, und 
etwa in 

da (1 + tfj 

übergegangtfi , wo <Tj eine sehr kleine Grösse ist; ebenso ist 
db in 

db (l + tf,) 
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übergegangeo, wo auch a, sehr klein. Und beide Elemente, 
welche ursprünglich gegen einander senkrecht waren, sind dies 
nach der Verschiebung im Allgemeinen nicht mehr, sondern bil- 
den «inen Winkel 90" — r, wo r ebenfalls sehr klein ist. Wir 
können die Endpunkte dieser Elemente nun in doppelter Weise 
auffassen. Das erste ist nach der Verschiebung noch immer der 
Axe X angehörig, seine Projectionen auf die Raumaxen sind 
also nachher: 

(57a) . . . «j da (1 + tf,), /?, da (1 + aj, y, da (1 + <yj. 

Die Projectionen des andern bilden wir, indem wir von sei- 
nem Endpunkte auf die FAxe ein Loth fällen; die Katheten des 
entstehenden rechtwinkligen Dreiecks sind dann, mit Rücksicht 
darauf, dass r sehr klein, also cosr = 1, sinr = r : rfft (1 -f-tfj) 
und r rfö (1 + <y,). Projiciren wir nun statt der Hypotenuse beide 
Katheten und addiren beide Projectionen , so erhalten wir, da die 
eine Kathete, der ^Axe parallel, gegen das Raumsystem die Co- 
sinus «1» /5j,yj, das andre, der TAxe parallel, die Cosinus ^^y^^^y^ 
bildet, für diese Projectionen: 

(57b) («,+«, t)rf6(l+a,), (l5,+/3,r)rfft (l+tfj, {y^+y,x)db (l+tf,). 

Aber man kann die Endpunkte jener Elemente auch als An- 
fangspunkte von Coordinatensystemen wie X, F, Z betrachten, 
welche nur benachbarten Punkten, nicht mehr dem Punkt a, h 
selbst entsprechen. War nun die neue Lage des Anfangspunktes, 
welcher oben belrachtet wurde und ursprünglich die Coordinaten 
ö, h hatte, durch ^, % f bezeichnet, so werden in gleicher Weise 
die neuen Lagen der benachbarten Punkte a -^ da, b und a, 
b + db folgende: 

1 + I d«. S + g d«. f + i '^''' 

und die Projectionen der Verbindungslinien von ^, iy, ? mit die- 
sen Punkten, d. h. die Projectionen der verschobenen Elemente 
da, db werden: 



^). 
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— day - da, — da 
da da da 

db ^''' db ^''' db ^"^ 

Die Vergleichuug mit den früheren Ausdrücken giebt also: 

' II = «, (1 + «.). I = («. + 1 «.) (1 + «.) 



Mittels dieser Gleichungen kann man sich die Coeilßcienten 

/? . . . sämmtlich durch die Differentialquotienten von |, tj, ^ aus- 

idrückt vorstellen. Denn tf^, a^ finden sich sofort, indem man 

e Quadrate der vorliegenden Gleichungen addirt, und nur r' 

trnachlässigt: 

'+-.=/(ii)+©"+g)-, 

uitiplicirt man aber die entsprechenden Gleichungen (58) mit 
lander und addii't dann, so kommt: 

r(i + «r,)(i + «r.) = ^ - + --+--. 

Daher denn die obigen Gleichungen sofort or,, /?t, y,, «2, /?2» y2 
geben; a, ß, y erhält man dann aus den Beziehungen (57). 
» erscheint das Problem auf nur drei Unbekannte zurückge- 
hrt. 



\ 65. Ausdrücke für die Versohiebnngen in den Elementen. 

Verfahren wir nun ganz wie in § 49 > indem wir nur statt 
ner unabhängigen Veränderlichen s hier zwei, a, b, haben, so 
geben sich zunächst aus (57) folgende Systeme von Formeln 
id Bezeichnungen: 
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(60) 



« da ^^'da ^^'da 



0. «.^+^.^+y. 



^«4 



dy_, 
dh 

dy^ 
dh 



da 



da 



u 






a 



o;. 






da 



ay 



dcc . . dß , dy 

' aft ^'^ a6 ^^ a6 



= 



= 



= (^ 



= — a^ — ß?^— »y*_ 



a« 
aojj 
aa 



+ ^S+y 



+^1 



a« 
aa 



djj^ 

da 



et 



^^' da 



da 

da 

' da 

8«, 



ß 
ßi 



= —«t-^ — ßt 



* dh ^*^*db ^^» db 



ß 



u. 



db 






da 

dj 

da 
da 



^ da 

dy 

^ 

da ' 



y% 



db 



+ft 



db 
db 



db 
^^' db 



* da 
da^ 
db 
da 

• db 

^ o ^ ^ = 



a. 



db 



^*db 



dy 



dh 



dh 



dh 



^« dh 



«0- 



Jl- 



Äh 



Man kann aber sodann wieder bemerken, dass nach des: 
schon bei den Elementen da, dh entwickelten doppelten AnschaU' 
ungsweise die Coordinaten x\ y, z eines verschobenen Punkte&^^*^ 
nach a, h differenzirt dleselbeo^'Resultate geben müssen wie nac 
Xyif differenzirt. Oder wenn man will: in der natürlichen Lagi 
hat ein Punkt des Körpers die Coordinaten x + a, y + h, z 
es können also auch x\ y, z nur Functionen dieser drei Grössei 
sein; und es muss daher gleichgültig werden, ob man x\ y, 
nach X oder nach a, nach y oder nach h differenzirt. 

Führt man aber dies aus, setzt die Resultate einander glpicfaff^^^ixh, 
und schliesst dann ganz wie in § 49, so erhält man den dor^raort 
angeführten Formeln (11) analog: 



(60a) 



du du 

dx da 


+ r,{y + V) 


dv dv 
dx da 


+ r, (« + m) 


dw dw 

a^ ■"" »/» 


+ r,{x+ u) 



— r, (« + w) + tf, 

— r^ {x + u) 

— r^ {y + ^)> 



i 
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Db). 



^= ^ + Soiy + V) — S^ (Z + W) + T {l + 0;j 

dfü drv / , X / . \ 



Schliessen wir nun die Fälle aus, wo die Krümmung der 
Ute sehr schnell sich ändert, was auch im analogen Fall der 
ibe auf besondere Betrachtungen führte, so können wir diese 
Hebungen, die ohnedies nur auf sehr kleine Theile der Platte 
je^andt werden sollten, sehr vereinfachen. Es sind x, y, z 
an sehr klein, u, v, rv wiederum sehr klein selbst gegen diese; 
1 während die Differentation von u, v, rv nach x, y im Allge- 
inen die Ordnung der sehr kleinen Grössen erniedrigt, indem 
jedesmal einen sehr kleinen Factor beseitigt, so findet dies 
der Differentiation nach a, h, welche endliche Grössen sind, 
neswegs statt. Es werden also die Difi'erentialquotienten nach 
h gegen die nach x, y im Allgemeinen klein sein. Vernach- 
sigt man endlich noch das Product t.^,, so erhält man fol- 
(ides System: 



i) 



du 
= '-oy — '•,« + *!. ^ = «oy — «1« + ^- 

dw 



du 

dx 
dv _ 

dw 

-=r,x-r,y, 



Diese Gleichungen sind es, welche, indem man u, v, tv 
len gemäss bestimmt, die Bedingung ausdrucken, dass die 
Ute aus einer continuirlichen Folge von Elementen gebildet 
rde. Da in denselben die r, s, a, x nur von a, b abhängen, 
1 X, y, z unabhängig sind, so ist es sehr leicht, die Ausdrücke 
* w, V, rv zu bestimmen; d. h. die relativen Verschiebungen 
bestimmen, welche, die benachbarten Theile eines Elements 
leiden können, ohne dass der Zusammenhang aller Elemente 
ter einander gestört wird. 

Die Ausdrücke (61) indess reduciren sich zunächst noch 
iiter, wenn man die Gleichungen (58) beachtet. Man erkennt 
imlich aus diesen sehr leicht, dass r und s selbst sehr kleine 
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^ 



Grössen sein müssen, und dass ^2 ^^^ — ^1 ^^^^ i^ur sehr we 
unterscheiden kann. In der That, es folgt aus (58) mit Verna^:--^ 
lässigung der sehr kleinen Grössen 0,, 0^, r: 

d^^ dcc^ dcc^ 



(62) 



da db 
dadb 
da db 



db da 

'^y\ _ ^72 
db da 



Bis auf Grössen höherer Ordnung hat man also aus (60^ 

dy^ 



s. 



• da ^ P« da 
9«, 

' db '^' db 



+ y. 



+ ^. 



y* 



db 



^^' db 



* aa 

was der Gleichungen 

«.* + (3.« + y* = 1. 
wegen verschwindet. Und ferner 






da 



da' 



a. 



+ ft' + y,* = 1 



db ^ ^ db 



+ y 



f ?:i = « ^ + ß 1^ + y ^>^ 



db 



da 



da 



da 



oder 



n- 



In den Gleichungen (61) kann man daher bis auf G 
höherer Ordnung 

(63) ^ü = 0, 5„ = 0, 



sseo 



s^ = — r. 



setzen, und dieselben demnach (ibergehen lassen in: 



du 



dv_ 

dx 

drv 



r, 2 + T 



r^ z 



r.oc — r.y 



du_ 

dv 

ä^ = *.-' + ". 

dfv 

= — r^x — s,y 



dx ' ' * " ay 

wobei nur Grössen zweiter Ordnung vernachlässigt sind, 
diesen Gleichungen aber ergiebt sich sofort durch Intcgrati 



Aus 
)n: 



— 271 — 

u= — r^zx + r^^y + a^x + Ty+ u^ 
. ]v = r^z X + s^z y + a^y + v^ 

fv= r^j — r,xy^s^j + tv^; 

nun Uq, Vq, Wq nicht mehr x, y, wohl aber z, a, b enthalten 
(inen. Diese Grössen unterliegen indess noch gewissen geo- 
trischen Bedingungen, welche in der Wahl des Coordinaten- 
tems der x, y, z ihren Grund haben. Denn der Punkt a, 6, 
iseii relative Goordinaten x, y, z gleich Null sind, sollte bei 

* Verschiebung noch Anfangspunkt bleiben, das durch ihn ge- 
pene Element dx noch auf der ^'Axe bleiben, das ursprünglich 

* der TAxe zusammenfallende Element dy noch nach der Ver- 
liebung in der ^JT Ebene enthalten sein. Es müssen also 
^ fv sämmtlich mit rc, y, z verschwinden, für xz=dx, y = 0, 
= müssen noch v und w, für x ==0, y = dy,z = noch tv 
schwinden; oder mit andern Worten, es müssen für a? = 0, 
= 0, « = folgende Grössen Null sein: 

dv drv dw 

w, V, rv, — , — , —• 
ox ex dy 

Dies in die Ausdrücke (64) eingeführt, zeigt dann, dass mit 
iie Grössen u^,, v^, w„ verschwinden müssen, wodurch alles 
'ige von selbst erfüllt ist. 



§ 66. Inneres Oleiohgewicht der Elemente. 

Bisher ist ausschliesslich der geometrische Zusammenhang 
r Elemente ins Auge gefasst worden. Aber die Ausdrücke, 
Iche wir für u, v, w erhalten haben, müssen nun auch den 
dingungsgleichungen genügen, welche für den Gleichgewichts- 
ätand im Innern des Elementes erforderlich sind. Bilden wir 
ch (31), § 17 die Ausdrücke der Spannungen, wie dieselben 
f die Seitenfläche eines unendlich kleinen Paralielepipedons wir- 
n, welche im Innern des Elements mit seinen Flächen den 
►enen der X, F, Z parallel ist, so erhalten wir: 
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'., = 



Und bilden wir nun die Bedingungen des innern Gleichge- . 
wichls, welche, da man nach dem Frühem von äussern Kräften 
abstrahiren kann (§ 47), die Form annehmen: 

dx ^ dy '^ dz 

aa; "'' ay "*" az 

aa: "^ ai^ "^ az ' 

so erhalten wir die einfachen Gleichungen: 

h* ' 8z* ~' dz\dz + 1—2^ L*.+''.+i*i >•»}'+ a^ jj 

Die ersten beiden Gleichungen zeigen, dass ^, ^constant 

sein müssen, also auch die Spannungscomponenten t^^, i^^, i^^ 
constant. Bemerken wir indess, dass an der freien Oberfläche des 
Elements, welche der -^FEbene parallel geht, keine äussere 
Spannung vorhanden sein kann, da, wie wir immer voraussetzen, 
keine äussern Kräfte auf diese Flächen wirken sollen; dass also 
'i3» '23' ^8 daselbst Null sind, so folgt, dass auch die Grössen, 
welche man durch einmalige Integration der obigen Gleichungen 
erhält, nur Null sein können: 

Und hieraus folgt weiter, dass m^, Vq selbst constant sind; 
und sogar Null, da, wie am Ende des vorigen § gezeigt wurde, 
dieselben für z = verschwinden sollten. Auch w^ wurde dort 
derselben Bedingung unterworfen; man findet also, indem mau 



a 
dz 
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letzte Gleichung integrirl, und dieser Bedingung gemäss die 
^grationsconstante verschwinden lässt: 

% = —Y^ I (^1 + ^*) ^ + (*!—''«) j\ ' 

Und sonach erhält man endlich für u, v, w folgende Aus- 
6ke: 

'« = — r^z X '\' r, zy + tf, a: + x y 

V =^ 



w 



^t 


Z X 


+ 


s^zy 


+ 


^t 


y 


^i 


x^ 
2 




r,xy 


\u 


«1 

r . 


y' 

2 

1. i 



-r^, |K + '^«)^ + (*.-'-.)y 



-'i. 



.< E 

'n = r— Ti CK + f* ff.) — «('•» — f» »i)] 

M3 ^^^ *23 ^^^ *33 ^^^ "• 

Ich bemerke, dass die durch diese Formeln dargestellten 
»fände in den allgemeinen Formeln enthalten sind, welche 
her für Platten von beliebiger Dicke entwickelt wurden [(130), 
152]. Denn setzt man in Jenen Formeln: 

g)z=^a^x -{- T y, t\) z=a^y 

f = -^—^ (o:« — y«j — r, xy, c == -^— -?. 

erhalt man genau die obigen Ausdrücke. Man sieht daraus, 
s auf ein Element der Platte die allgemeinen Vorstellungen 
M endung finden , welche dort entwickelt wurden. Das Element 
nur durch Spannungskräfte ergriffen, welche der Ebene seiner 
telfläche parallel sind, und durch Kräftepaare, deren Axen in 
er Ebene liegen. Man darf deswegen nicht sagen, dass die 
Innungen oder die auf den Rand wirkenden Kräfte, welche 
e andere Richtung hätten, absolut verschwinden müssen; aber 
nehmen Werthe an, vermöge deren sie nur Verschiebungen 
•vorbringen, welche gegenüber den andern Verschiebungen von 
ler höheren Ordnung sind. Es ist wichtig dies zu bemerken 

Clebtch, Theorie elast. Körper. 28 
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in Bezug auf die Tragweite der hier zu entwickelnden Formeln. 
Denn betrachten wir den Rand der Platte, so können die auf 
denselben wirkenden Kräfte entweder im Stande sein, denselben 
so zu biegen, dass die äussern Kräfte wirklich tangential zur 
Platte wirken; und in diesem Fall ist kein Widerspruch vorhan- 
den. Ist aber dies nicht der Fall, so müssen entweder die Kräfte, 
welche auf den Rand wirken und gegen denselben senkrecht sind, 
selbst äusserst klein (Grössen höherer Ordnung) werden , oder es 
müssen sich Ausnahmspunkte der Art ergeben , wie sie hier nicht 
behandelt werden sollen, und in welchen eigenthumliche grosse 
Krümmungen eintreten. Auf eine analoge Erscheinung bei Stäben 
ist in § 51 hingewiesen worden. 

§ 67. Angenäherte Form der Mittelflaclie. Sie bildet eine 
abwickelbare Flache. Einfohnmg des allgemeinen Schemas 

derselben. 

Die Gleichungen (58) sind von der grössten Wichtigkeit. 
Sie erlauben nämlich von vorn herein , ohne die weiteren GLeich- 
gewichtsbedingungen nur aufgestellt zu haben, den allgemeinen 
Charakter derjenigen Formen in erster Annäherung anzugeben, 
welche die gebogene Platte überhaupt allein anzunehmen im Stande 
ist. Die erwähnten Gleichungen werden, mit Vernachlässigung 
sehr kleiner Grössen: 



(66) 



da '" 


db "' 


da ^" 


dn „ 
■ db ^* 


da ^" 


dt 

db ~~ ^'' 



Kann man nun zeigen, dass die strenge Erfüllung dieser 
Gldchungen nur gewisse Classen von Oberflächen als Gestalt 
der gebogenen Mittelfläche zulässt, so folgt sofort, dass die wirk- 
liche Gestalt der Fläche nur unendlich wenig von einer solchen ver- 
schieden sein kann, und dass nach Bestimmung deraus jenen Glei- 
chungen entspringenden Form nur noch sehr kleine Abweichungen 
als zweite Näherung anzugeben sind, welche den Einfluss der 
auf das Innere der Fläche wirkenden Kräfte darstellen. Und 
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selbst diese zweite Näherung wird bei endlichen Verbiegungen 
der Platte kein wesentliches Interesse haben, sobald man nur die 
Spannungen bestimmt hat, es wird daher im Allgemeinen für die 
Formänderung die Losung des Näherungsproblems genügen, und 
nur dann wird es nölbig sein, zu der zweiten Annäherung über- 
zugeben, wenn in erster Annäherung die Platte eben bleibt, d. b. 
wenn nur sehr kleine Verbiegungen in derselben eintreten. 

Die Gleichungen (66)> welche man wegen der zwischen den te 
auftretenden Beziehungen auch durch die folgenden ersetzen kann: 



(67) 



( ©' - ©■ + ©■ -= ■ 

m + ©' + ©■ = • 

da db da db da db 



die nur noch 1,17,^ enthalten, — diese Gleicluingen also stellen in 
der That nichts anderes dar als eine abwickelbare Fläche 
allgemeinster Natur. Man findet dies direct durch Integration 
der Gleichungen (67). Aber in dem vorliegenden Fall ist es nicht 
nothwendig, auf die zu derselben erforderlichen Operationen ein- 
zugehen, denn man kann aus der Natur der Sache selbst sofort 
die Richtigkeit des Satzes erkennen. Die Vernaclüässigung der 
Crossen (7,, 6^, r ist offenbar nichts anderes, als die in erster 
Annäherung zu erfüllende Forderung, dass bei der Verbiegung 
der Fläche alle Elemente vollkommen unverändert bleiben sollen. 
Inzwischen erkennt man ohne Weiteres, dass eine solche Biegung 
nur möglich ist, wenn die Fläche nach gewissen Geraden gebro- 
chen wird, welche ihrerseits völlig so bleiben, wie sie ursprüng- 
lich gewesen sind. Man muss sich also in der Platte ein System 
von Geraden vorstellen, welche auch nach der Biegung gerade 
bleiben; damit keine Faltungen eintreten, dürfen diese Geraden 
sich nicht innerhalb der Platte durchschneiden. Je zwei auf ein- 
ander folgende Geraden schliessen ein unendlich schmales Trapez 
ein, und die Biegung geschieht dadurch, dass jedes Trapez gegen 
(las vorangehende um die beiden gemeinschaftliche Gerade ein 
Wenig gedreht wird. 

Um das allgemeine Schema einer so entstehenden krummen 
Flache zu bilden, hat man nur die Gratlinie derselben ins Auge 



•lO« 
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tu fassen, die) Curve, in welcher je zwei auf einanderfolgende 
Gerade des erwähnten Systems einander schneiden. Da auf Jeder 
Geraden zwei nächste Punkte der Curve liegen, so sind die Gera- 
den seihst nichts anderes als das System ihrer Tangenten. 

Diese Curve nun ist ursprunglich eben, in der Mittelfläche 
der Platte gelegen, sie \nrd bei der Biegung eine Curve doppelter 
Krümmung. Aber dieselbe hängt mit der ursprünglichen Curve 
dadurch zusammen, dass nicht nur die Bogenelemente, sondern 
auch die Winkel zweier nächster Tangenten, oder, was dasselbe 
gilt, die Krümmungshalbmesser bei der Biegung ungeändert ge- 
blieben sind. Ist durch diese beiden Stücke, wenn sie in jedem 
Punkt gegeben vorliegen, die Gestalt der ebenen Curve völlig be- 
stimmt, so tritt bei der Baumcurve ein drittes Element hinzu, der 
Winkel zweier nächster Schmiegungsebenen, durch welchen end- 
lich auch diese völlig bestimmt ist. 

Bezeichnen wir jetzt durch a den Bogen der Gratlinie, von 
einem beliebigen Punkte derselben gerechnet, durch ^q, %, fj, 
den zu 6 gehörigen Punkt der Curve, durch X eine Strecke, welche 
auf der in diesem Punkt gezogenen Tangente der Gratlinie von 
dem Berührungspunkt an gezählt wird. Wenn man die Gratlinie 
kennt, so ist jeder Punkt der gekrümmten Fläche durch die zu- 
gehörigen Werthe von a, X gegeben, sofern jeder Punkt auf einer 
bestimmten Tangente der Gratlinie gelegen ist. 

Ich werde ^q, tjq, ?(,, a als Functionen einer unabhängigen 
Veränderlichen betrachten, deren geometrische Bedeutung vor- 
läußg unbestimmt bleiben mag; man erhält die verschiedenen 
Punkte der Gratlinie, indem man dieser Veränderlichen verschie- 
dene Werthe beilegt. Da es schliesslich passend ist, als diese 
Veränderliche den Bogen der Randcurve der Mitteltläche zu be- 
trachten, so werde ich sie durch s bezeichnen; die Diiferential- 
quotienten aber von §„ etc. nach s sollen durch oben angesetzte 
Striche bezeichnet werden, deren Zahl die Ordnung des Differen- 
tialquotienten anzeigt. Es sind dann 

de ö da 6 da a' 

die Cosinus der Winkel, welche die Tangente der Gratlinie, oder 
die Richtung von A, gegen die im Räume festen Coordinatenaxen 
bildet. Die Coordinaten eines Punkts |, »/, f der Fläche, welcher 
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auf dieser Tangente im Abstände k vom Berührungspunkt liegt, 
werden also: 



(68) 



1 




lo 


+ 1 


ff' 


V 




% 


+ A 


a 


t 




to 


+ 1 


6 



und man hat zugleich die Gleichung: 

(69) C + C + C = ff''- 

Wegen dieser Beziehung vertreten ^q. rjQ, ?(,, a nur die Stelle 
von drei willkürlichen Functionen ihres Argument 5; aber eben wegen 
dieser Willkürlichkeit stellen die Gleichungen (68) eine ganz all- 
gemeine abwickelbare Fläche dar, welche erst durch die Be- 
stimmung jener willkürUchen Functionen individualisirt wird. 

Untersuchen wir nun, in welchem Zusammenhang die Glei- 
ohungen (68) mit der ebenen Fläche stehen, aus der die abwickel- 
bare Fläche entstanden ist. Bezeichnen wir in der Ebene der 
erstem durch a, b und a^, b^ die Coordinalen derjenigen Punkte, 
^velche bei der Bildung der abwickelbaren Fläche in §, tj, ? und 
^o» %* ?o übergehen. Die Punkte «q, 6„ bilden also in der Ebene 
eine Curve, welche bei der Biegung in die Gratlinie übergeht. 

Bei dem Uebergange aus der Ebene in die abwickelbare 
Fläche bleiben drei Grössen unverändert: die Strecke A, der Con- 
tingenzwinkel und das Bogenelement der Gratlinie ; statt des Con- 
tingenzwinkel kann auch der Krümmungshalbmesser betrachtet 
werden, welcher als Quotient des Bogenelements durch den Con- 
tingenzwinkel gleichfalls ungeändert bleibt. 

Ebenso daher wie die Gleichungen (6S) alle Punkte der ab- 
wickelbaren Fläche darstellen, geben die Gleichungen 

flt = a -f- 1 — 7 

c 
(70) \ 

b=.b, + X f 

alle entsprechenden Punkte der ursprünglichen Ebene, sobald man 
den VeränderHchen s und k alle möglichen Werthe beilegt. Und 
der Gleichung (69) entsprechend hat man 
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(71) «;* + C = <^'* 

wodurch zusammen mit (69) die Unveränderlichkeit des Bogen- 
elements ausgesprochen ist. 

Sei ferner, in der Ebene, g> der Winkel des Bogenelements 
da gegen die Axe der a. Es ist dann 



f 



(72) -3" = 0089, — / = sin^, 

und dg) der Contingenzmnkel, der reciproke Krümmungshalb- 
messer aber: 

mi i_dy_ «;C-V«r _y. 

V • Ol ••••••• — ^ - — — / 9 — — / 

^ ' ^ rftf G * 

Denselben Werth nun muss der Krümmungshalbmesser für 
die Gratlinie annehmen. Erinnern wir uns der bekannten Formel, 
mittels deren der Sinus des Winkels v zweier Geraden gegen 
einander ausgedrückt wird, wenn diese einzeln die Cosinus a,ß,y 
und l, (i, V gegen die Axen bilden: 

sin* V = (ßv — yfif + (y^ — ccv)^ + (ccfi — ßXy, 

80 ist der Sinus der Winkels, welchen die durch die Cosinus 

^' % U 

bestimmte Tangente mit der durch die Cosinus 

So _L j So "O _L J '10 »0 I ^ »0 

V^^V 7+''7' -^^^7 

bestimmten nächsten Tangente bildet, durch die Gleichung 
gegeben: 

oder man hat: 

ein Ausdruck, dem man leicht auch die Form giebt: 



sm 
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•4). 






_ lo"* + V + tr--^ 



Diese Gleichung zusammen mit (73) spricht die Unveränder- 
hkeit des Contingenzwinkels aus. 

Ich bemerkte bereits, dass während die ebene Curve, welche 
r Gratlinie entspricht, durch Bogeneiement und Krümmungs- 
[bmesser bestimmt ist, bei der Gratlinie selbst ein drittes Ele- 
üent hinzutritt, der Torsionsradius, oder der Winkel dw zweier 
:^hster Schmiegungsebenen dividirt durch das Bogeneiement^ 

Icher Quotient dem reciproken Torsionsradius — gleich ist. 

e ich denselben bestimme, werde ich aber auf die Coefficienten 
j3..., so wie auf die Grössen r, s näher eingehen. 

Differenzirt man die Gleichungen (68) nach a, b, indem man 
i als Functionen dieser Veränderlichen betrachtet, so findet sich : 



5) 



Fa ^ ^o' (äi + 7 äi/ + * 

,fds 1 di.\ 



da 

dtj 

Fa 

dt 

da 

db ^ 

dt} 
db 

dt 

db 



|,V-g'V ds 
ff'* da 



da* 



?,v-«'r ds 



da' 



a' db ' 



db ~^' \db ■*■ 6 db) ■*■ 7^ db ' 



^' \db ■*■ 0' dbj ■*■ ^ <j'« 



aft 



Dies sind nach (58) die angenäherten Werthe der Coeflffcien- 
I «1, ßi* y,, «2» i^i» y2- Sie enthalten noch die Differential- 
otienten vop s und A: diese aber druckt man leicht mit Hülfe 
r Gleichungen (70) , (72) aus. Denn indem maq die Gleichun- 
n (70) differenzirt und die Gleichungen (72) berücksichtigt, 
det man: 
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/a* . 1 aA\ , , , a« 

, . /a* , 1 aA 



Betrachtet man in diesen Gleichungen die Differentialquo- 
tienten von s und k als die Unbekannten, so erhält man durch 
Auflösung: 



(76) . . 



a^ 1 dk cosg) ds sin 9 

da 6' da </ * da tp 



ds . 1 dk sin gp ds 

äÄ "*" tf"' äÄ V * db^ 



cos 9 



9> 



/ » 



und demnach aus (75) folgende angenäherte Werthe jener sechs 
Cosinus: 



{.-iL 



(77). 



«, = -=? CÜSO) 



I.V-«"!.' . loV-C». 



—'1 



Sing) = 



yi »^ 



/ ////// 

p, = -37 cos 9) — -jyz? ^^^^ =^ 



7 






no ftp — ^?o <'o 



y, = — , cosflp — - — T4-r- Sing) = — /, ^ 



^ _5o ,. ^ j_ So <y— <y So ,^,^ . 5 0^0 — §0 «o 



a 



/ ff 



ff f 






// f ffe. f 



So • I «0 ^0 

y« = -? s'ngp + f^f C0S9) = 
* (p 



30 ^0 »0 **0 



/• f 



a* (p 



Die Werthe von a, ß, y aber kann man mittels dieser Aus- 
drücke sofort bilden [vgl. (17), p. 208]: 



'c V c. ' // 



(78) 



O o ^0 »0 ^0 ^0 

« = fty. — /'.yi = — ^■^~ 



(5 = yi«» — y.«. = 



»Ü §0 ~~"§0 «0 



</>' 



^ z> ^ ö So^o ^qSo 

= a,/3. — a,j5, = ^Tjy . 
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Mai) bemerkt, dass alle diese Aiusdräcke von l frei sind, und 

noch s enthalten. Dies ist der Ausdruck dafür, dass die 

rdlnatensysteme X, F, Z alier längs einer Linie l gelegenen 

noente nicht bloss im natürlichen Zustand der Platte, sondern 

h noch nach der Biegung einander parallel sein müssen. 

Eben aus diesem Grunde hat man die DifTerentialformeln : 

dcc , ds sin w , 

— = a . ^ = r-T- • « u- s. w. 

00. Cd Ktp 

dcc , ds cosQp / 

ob ob Ig) 

indem man dies in die Ausdrücke (60) der r, s einsetzt, die 
rentialquotienten a etc. aber den obigen Gleichungen ent- 
nt, findet sich: 

sinop cosg) ^ cos*g) ^ 
r^ = ^ Ä, 5j = — Sl, 

r j = --j- Sl, s^ = Sl, 

Q> den Ausdruck darstellt: 

Dieser Ausdruck hat eine sehr einfache geometrische Be- 
img. Es war schon oben von dem Torsionsradius R die Rede, 
in reciproker Werth gleich dem Winkel dm zweier nächster 
ängungsebenen ist, dividirt durch das Bogenelement ds. Nun 
die Normalen der Schmiegungsebenen dieselben Linien, 
n Richtung durch die Cosinus a, ß, y bezeichnet wird; zwei 
ste Linien dieser An schliessen also gleichfalls den Winkel 
;in. Man erhält somit diesen Winkel ganz wie oben dtp, 
m man nur cf, /3, y an die Stelle der dort auftretenden Grössen 

-7 , -7, treten lässt; oder es wird 

= (/3rfy — ydßY + [yda — ndyf + [ctdß — ßdcc)\ 

= («' + ß' + f) (dcc' + dß' + df) — {ccda+ßdß + ydy)\ 

endlich, wegen (57), (60): 

dw^ = dcc^ + dß* + dy\ 
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Bedient man sich nun der Formeln 
(du dtc 



{80b) . 



t < 



dy dy 



welche sich aus (60) genau ebenso ergeben, wie die Formeln (21), 
p. 210 aus (9), (10), p. 201 abgeleitet wurden, so hat man zunäclist 

©■ + m + m + ©■ + ©■ + (I)" 

= »-i* + »-t* + «.* + ».*• 

Aber die linke Seite wird aus (79) gleich 

« * + ?(' + V* 

während die rechte nach (80) gleich -p ist; und so bat man also 
und demnach 

Erinnert man sich, dass —, den Krümmungsradius bedeutete, 

so sieht man, dass Sl nichts anderes ist, als der Quotient 
des Krümmungsradius durch den Torsionsradius. 

Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, wie die Einführung 
der abwickelbaren Fläche die willkürlichen Functionen l^, i/^* ^o ™^ 
sich führt , und wie alles sich durch diese Functionen ausdrücken 
lässt. Es bleibt übrig in jedem besondern Fall diese Functionen 
den Umständen gemäss zu bestimmen. Dazu aber bedarf man 
der Bedingungen, welche das Gleichgewicht der Platte erfordert, 
zu deren Aufstellung ich mich jetzt wende. 



§ 68. Aeusseres Oleiehgewicht der Elemente. 

Auf jedes Elementarparallelepipedon , welches senkrecht zur 
Platte aus derselben geschnitten wird, wirken nun einerseits die 
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Innungen, welche oben berechnet wurden, andrerseits aber 
nponenten und Kräftepaare, welche von äussern Kräften her- 
ren. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen herzuleiten, werde ich 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten anwenden, nach 
;hem bei einer kleinen Verschiebung des Körpers die Summe 
geleisteten Arbeit stets Null sein muss. Die Theilchen der 
^e können nicht beliebig gegen einander verschoben werden. Um 
allgemeinsten zulässigen Ausdruck für diese Verschiebungen zu 
^n, können wir auf die Gleichungen (56) zurückgehen, welche 
verschobenen Coordinaten irgend eines Theilchens durch |, 17, i 
die Coefficienten cc etc. ausdrücken lehren. Ja man kann in 
n Gleichungen x =y =0 setzen; denn wenn man nur den 
(sen a, b, z alle mögUchen Werthe beilegt, so erhält man 
its alle verschiedenen Punkte der Scheibe. Hiernach ist also der 
imeinste Ausdruck der Coordinaten eines Elements der irgend- 
gebogenen Platte bis auf Grössen höherer Ordnung: 

x' = ^ + ccz 

y z=i ri + ßz 

z = i + yz. 
Sollen sämmtliche Elemente unendlich wenig verschoben 
den, so heisst dies nichts anderes, als dass die Grössen $, rj, i, 
', y kleine Veränderungen erfahren sollen. Führt man solche 
inderungen ein, so ergeben sich sofort die Verschiebungen 
betrachteten Punkts in der Form: 

ix = i| + « & 

iy =z Sri + zdß 
6z = Jf -|- zdy, 

Hiedurch sind die Verschiebungen sämmtlicher Punkte der 
te auf die Veränderungen von 6 Functionen zurückgeführt, 
*.he nur noch von a, b abhängen. Aber auch diese Functio- 

sind nicht von einander unabhängig; denn in Folge der 
chungen (57), (58) bestehen zwischen ihnen die Relationen: 

«* + 15* + / = 1 
db^ ^ db^^ db ' 
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so dass die Variationen ^| etc. den Bedingungen genügen müssen, 
welche sich aus der Variation dieser Gleichungen ergeben: 

ada + ßdß + ydy = 
(82). { ''8^ + ß^+y^+3a^'' + S-a^^+8a^y='^ 



Nehmen wir nun an, es seien Xdadbdz, Ydadbdz, Zdadhi 
die Ausdrücke der auf ein Element dadbdz wirkenden Comp- 
nenten, wie dieselben sich aus den oben berechneten Spannui 
gen und aus den äussern Kräften darstellen lassen. Dann ist 

[Xöx + Ydy + Zdz) dadbdz 

die an diesem Element bei einer kleinen Verschiebung geleiste ^Ä^c 
Arbeit. Integriren wir dieselbe über die ganze Platte, so erhallte n 
wir das dreifache Integral 

ÖSl = I I ({Xöx + Ydy + Zöz) dadbdz 

als die Summe der Arbeit, welche in allen Elementen geleistet 
wurde. 

Dabei sind nur noch die Elemente des Randes besonders 2:u 
berücksichtigen. Bilden wir die Kräfte X, Y, Z für alle Elemente 
des Körpers auf gleiche Weise, wie das in der Formel für &Sl 
vorausgesetzt werden soll, so hat man in sofern einen Fehler be- 
gangen, als an den äussern Flächen der Randelemente Spannuii- 
gen in Rechnung gebracht worden sind, welche gar nicht existiren; 
denn auf diese Fläche mrken äussere Kräfte, nicht Spannungen. 
Es muss daher die Arbeit der auf den Rand wirkenden äussern 
Kräfte noch hinzugefügt, die der fälschlich angesetzten Spannungen 
abgezogen werden. Die Differenzen nun zwischen jenen Kräften 
und diesen Spannungen mögen in einem Element dsdz des Randes 
die Componenten Sdsdz, Hdsdz, Zdsdz geben; es sind dann 
zu SSI noch die Summe aller von diesen geleisteten Arbeiten zu 
addiren, d. h. der Ausdruck 



ÖSl' = / ({SSx + Hdy + Z dz) dsdz, 

wo sich das lutegral über die ganze Randfläche erstreckt. 

In den Integralen dSl, dSl' kann man zunächst die Inte- 






> 
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gration nach z sofort ausfuhren. Die Variationen ^5 etc. sind, 
wie die yariirten Functionen selbst, von z unabhängig; führt man 
also in ^Ä, ^Sll für bx\ öy\ dz ihre Werthe (81) ein, und setzt: 



(83) 



jXdz=X', jXzdz=X\ jSdz=^S:. jSzdz = S'' 

Crdz^r, rYzdz=Y'\ j Hdz=H\ JHzdzz=H:' 

izdz=Z\ jZzdz=Z:\ jZdz^Z\ jzzdz = Z'\ 
so ergiebt sich: 



hSl 



dSl 



= ffiX'ö^ + röri + 2:Si + r'8a + r'öß + Z"^y) da db 

' = ({^8% + H'^n + Z'<J? + S"<Ja + H"b^ + Z» rf5, 

wo das erste Integral noch über die ganze Mittelfläche, das zweite 
noch über die Peripherie derselben auszudehnen ist. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten sagt nun aus, 
dass die Summe 

für alle möglichen Verschiebungen gleich Null sein muss, damit 
die Platte sich im Gleichgewicht befinde. 

Wären die ^| etc. sammtlich von einander unabhängig, so 
mussten desshalb in dSl und dS^ die Coefficienten der sämmtlichen 
Variationen verschwinden. Aber zwischen diesen treten die Be- 
dingungen (82) ein. Man könnte deswegen so verfahren, dass man 
mit Hülfe dieser Gleichungen einige der Variationen durch die 
übrigen ausdrückte, und indem man die erhaltenen Werthe in dÄ 
einführte, die Coefllcienten der übriggebliebenen Variationen ver- 
schwinden Hesse. Bequemer und symmetrischer führt die Methode 
der Lagrangeschen Multipiicatoren zum Ziel. Nach dieser mui- 
üplicirt man die Bedingungsgleichungen (82) mit unbestimmten 
Factoren iß, ö,, Q^y addirt die so erhaltenen Ausdrücke zu der 
unter den Integralzeichen stehenden Function in d^ hinzu, und 
behandelt sodann die J^ etc. als vollkommen von einander unab- 
hängig. Nach dieser Methode setzt man also zunächst: 
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äSl 



-ff 



+ Q {adcc + ßdß + yiy) 



da "^ *^ da '*' ' 8a 



+ i'"+^^+al'') 



/ 

dadb. 



+ 



.(« 



86 ^ "^ 86 ^ ' 86 



+i*«+l''^+l'') 



Aber hier treten nun ausser den Variationen selbst auch 
Differentialquotienten derselben auf. Um diese herauszuschaffen 
kann man die betreffenden Theile mit Hülfe der theilweisen In- 
tegration umformen. Bei denjenigen Gliedern, welche Differen- 
tialquotienten der Variationen nach a enthalten, integrirt man 
partiell nach a, über einen der Axe X" (in der naturlichen Lage) 
parallelen Streifen, ebenso bei den Gliedern, in welchen die Va- 
riationen nach b differenzirt werden, nach b über einen der Axe 
der r' parallelen Streifen. Nach der oft angewandten Methode 
ergiebt sich dann sofort, wenn p den Winkel der Normale der 
Randcurve gegen die ^Axe bedeutet: 






da da da 



) 



dadb 



= f Ol («^1 + ß^n + y*?) cosjp ds 



dadb 



fß- (« 

f 



a^l , g af^ 8d r 

86 "'' '^ 86 "^ ' 86 



) 



dadb 



= I Oz (a<J| + ß^V + y^f) sinp ds 



db 



db 



db 



) 



dadb. 



So zerfällt nun SSI in einen Theil, welcher ein Doppelinte- 
gral enthält und einen andern, welcher durch ein einfaches aus- 
gedrückt ist. Dieser letztere vereinigt sich in der Gleichung 

dSl + ^Ä' == 
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t dSl'\ der andere aber enthält nur noch die Variationen d| etc. 
bst. Lässt man in diesem die Coefßcienten der einzelnen 
riationen verschwinden, so erhält man folgendes, in jedem 
nkte der Mittelfläche zu erfüllendes System: 

Von der Gleichung des Prlncips der virtuellen Geschwindig- 
ten ist hienach nichts übrig geblieben als die Gleichung 

) = JA' + j{Q, cosp + 0^ sinp) iccd^ + ßS^ +y rff) ds, 

welcher nur noch einfache Integrale auftreten. 

Unter diesen Integralzeichen sind alle Grössen nur noch 
Qctionen von 5, daher hätte es keinen Sinn, wenn man bei 
^ Anwendung der Methode der Multiplicatoren wieder sämmt- 
le Gleichungen (82), mit Factoren multiplicirt, einfuhren wollte, 
n wird vielmehr statt der letzten beiden Gleichungen nur eine 
rabination derselben benutzen, in welcher nach s differenzirt 
"d, statt nach a oder b. 

Um den Difl'erentialquotienten nach s zu bilden, ßxiren wir 
läclist den Sinn, in welchem s gezählt wird, dahin, dass die 
-htung des positiven s durch 90° von der positiven .ITAxe zur 
sitiven FAxe gelangt. Gehen wir nun in der Richtung des 
^iliven s um eine kleine Strecke s vorwärts, so vermindert 
h a um € sinj9, während ^ um e cosp wächst. Eine Function 
i> von a und h geht dadurch über in: 



f ■ — B sinp , 6 + f cosp) = /'+£(—. cosp — — . sin p j 

Der DifTerentialquotient — , welcher die Grenze von 
f [a — B sinp, 6 + 6 cosp) — f[a, b) 



+... 



wird hienach 



df df df . 
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Und so folgt aus den letzten beiden Gleichungen (82), wenn 
man die zweite derselben mit — sinp, die dritte mit cosp mul- 
tiplicirt und die Summe nimmt: 

Indem wir jetzt diese und die erste Gleichung (82) mit Fac- 
toren D, A multipiicirt unter dem Integralzeichen zu Sl hinzu- 
fugen, erhalten wir aus (85) die Gleichung: 

S"a^ + n'^^n + ^^1 + S"' d« + B"b^ + z" dy 

+ Z>(ada + /5^|8 + y^y) 



(86) = r 



d^% 



ddrj 






ds 



^ ds ^ ds ^ ^ ds 



^y) 



>ds. 



[ + {Ot cos;? + Q, sinp) {cc S^ + ß Sri + y dt). 

Auch hier wird es nöthig sein, denTheil, welcher Differen- 
tialquolienten der Variationen enthält, durch theil weise Integration 
umzuformen. Bemerken wir, dass dabei der von dem Integral- 
zeichen befreite Theil, da über die ganze Randcurve integrirt 
wird, zwischen Grenzen zu nehmen ist, welche zusammenfallen, 
und dass er desshalb verschwindet, so ßndet sich: 



ß{" 



ds 



+ ß 



dar) 

17 






^^J(s^h^ + 6^^-^ + 6S^ 



t)-- 



ds ds 

Führt man dies in die Gleichung (86) ein, und lässt nun die 
Coefficienten sämmtlicher Variationen verschwinden , so er- 
giebt sich: 

r + «(ö,cos;, + ö,sin/>)-^==0.r+/)a+^| = 



(87) 



H' +/J(p. cosp + ö.sinp)-^=0, H"+Dß+Jp^ = 

Z'+Y(0,eosp + O,s\np) -^^=0, Z"+Dy +J^^=0. 

Diese Gleichungen sind es, welche in allen Punkten der 
Randcurve erfüllt sein müssen. Sie zusammen mit (84) bestim- 
men das Problem. 
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Diese Systeme vereinfachen sich in etwas, wenn man je 
entsprechende Gleichungen mit ^i* ßi* yi* oder mit ct^, ß^, y^, 
mit u, ß, y multiplicirt und jedesmal addirt. Alsdann kann 
diejenigen Combinationen, welche lediglich zur Bestimmung der 
^kannten iß und i> dienen , auslassen; die übrigen aber. geben 
Rücksicht auf (57), (58), (60), und indem man überall nur die 
;sen niedrigster Ordnung beibehält, die folgenden Gleichungen: 
für jeden Punkt der Mittelfläche: 

für jeden Punkt der Randcurve: 

S'«! + B'ß^ + Z'yj + ^ (s, cosp — r, sinp) = 
S^ a, + B'ß^ + Z yj + A (Sj cosp — r^ sinp) = 

S'a + H'ß +ZV + ö,cüsp + jp,sinp — -^ = 

S\+H%+ Z\—Jsinp=0 
S\+H^ß^+Zy^+ ^cos/?=0. 

Ich komme jetzt dazu, die Ausdrücke für die Kräfte X', S' 
anzugeben, weiche in diesen Gleichungen auftreten. . Jeder 
T Ausdrücke besteht aus zwei Theilen, deren einer immer 
den äussern Kräften herrührt, während der andere in den 
mungen f,,, ^,3, ^33 seinen Ursprung findet. Die ersten Theile 

sehr leicht zu bilden. Es seien die Componenten der auf 
Element dadbdz des Innern wirkenden Kräfte: 
Jdadbdz, Bdadbdz, Cdadbdz, 

Dann sind die betreffenden Theile von X, Y, Z die Grössen 
^ C selbst; die entsprechenden Theile von X Y\ Z', X", Y\ Z" 
sind die Integrale: 

Jl =1 j A dz, Ä' z= I Az dz, 
B' = IBdz, B"= JBzdz, 
(f = je dz, C"= jczdz, 

Icbsch, Theorie ela«t. Körper. 29 
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ausgedehnt, wenn h die Dicke der Platte bedeutet, über alle 
Werthe von. zwischen - i und +*. 

2 ' 2 



§ 69. Emffihnmg der Werthe der Spannimgen. Definitive 
Form der Oleichgewichtsbeding^ungen. 

Um nun die von den Spannungen herrührenden Glieder zu 
bestimmen, kehren wir zu dem Element dadbdz zurück. Die 
drei Normalen der Seitenflächen desselben sind nichts anders als 
die mit dem Element verbundenen Axen der X, F, Z, welche 
nach der Verschiebung die Cosinus 

«!> ßi> Vi» 

a. ßf y 

gegen die Raumaxen bilden. Auf diejenigen Seitenflächen des- 
selben, welche den negativen Axen zugewandt sind, wirken nach 
dem Vorigen Spannungskräfte, deren Componenten nach den Axen 
der X^ Y, Z dargestellt sind durch 

— fj, dh dz, — fjj dh dz, 

— /,, da dz, — i^^ da dz, 

0, 0, 0. 

Zerlegen wir die Spannungen aber statt dessen nach den 
Raumaxen X', Y', Z' , so ergeben sich folgende Componenten par- 
allel der 

Axe X'\ Axe F': Axe 7!\ 

— (^1 «1 + ^14 ««) ^^ ^^» — (^1 ßi + ^12 1^2) ^^ <^2: , — (/,j y, + /,, yj dbdz 

— ('j2 «1 + '22 «2) ^« ^^' — [hißi + ^22 ß^ ^«^^' — ('12 Vi + ht y*) ^«^^' 

Die auf die entgegenstehenden Flächen wirkenden Compo- 
nenten erhält man, wenn man die Vorzeichen entgegengesetzt 
nimmt und zugleich in den Componenten der ersten Reihe a in 
a + da, in denen der zweiten h m b + db verwandelt. Addirt 
man zu den so entstehenden Componenten die vorigen, so er- 
geben sich als Resultat fogende Spannungskräfte: 

Nach der Axe X': (^Jli^il<l + ^Jf»f!l+J»<l)dadbdz 

\ da db J 
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Nach der Axe F 



^.(SMrtJuM + ^Mi+JuM^aadbdz 



■■{ 



da 



db 






Nach der Axe Z^: (^JhlLpiLl^ + ^{t,,7. + U^y.) \ ^^^^^^^ 

\ da ob / 

Von diesen Spannungen entspringen also in den Kräften 
r', Y\ H die Theile: 



J L da db j *' 



90) . . . J 



J L da 



'12^2) , ^(^12^1 +^«2/2) 1 ^^ 

- + - j az. 



Drei ähnliche Ausdrucke treten in -T", F", Z" auf; sie un- 
terscheiden sich von den Vorigen nur dadurch, dass unter dem 
Integralzeichen ein Factor z hinzutritt. 

Es findet sich aber, wenn man die Werthe der / aus (65) ent- 

h h 

niiDint, und die Integrationen zwischen den Grenzen — - und + - 

ausführt: 

/* Eh /* Eh* 

/* rr t /» E h^ 



(91), 



Setzt man diese Werthe in (90) und die entsprechenden 
Theile von Z", r", 2" ein, und fugt die Theile (89) hinzu, so 
^'"geben sich folgende Werthe: 



I da 



+ 






db 



Eh 



ja.[K+^c,)|J.+ i^r 



1— (t* 



a* 



19 
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Eh 



P •[(*!+ 



da 



Z" = C + 

+ 



f«« J yi + '-IT »y.J ^ • [-?^ ' y. + («.+f«»<) y. 



d6 



V" 4" I ^^ 

^ 12(1— ft*) 

(8.[— (r,— f.s,)«, + (l— j*)r,aj , a.[(l— i»)r,a,+(«j— fWjK] 



da 



+ 



r"=B" + 



db 



EK 



12(1-^') 



< g •[-(>•,->»*.) /?.+a-f)>-.M . g-[(t-ft)>-.ft+(^.->'>-J^.] 



^a 



aft 



$ 



z"= {r + 



EH 



12(1—***) 



I 



^ • [— (>-.—>**.) y. + (1—1») >-iy,] , g -[(i- ft) >•. y. + (» — f*>-.)y.] > 

a« "^ at > " 

Führen wir dies endlich in die ersten fünf Gleichungen 
ein, so ergeben sich diese in der folgenden definitiven Form : 

,Eh_ < a(g,+ftg,) 1— >*at> 
"•"l-ftM aa "''2 dbS'~ 

Eh 11— ft gr 8(tf,+ftg.) > 

"'' I—»* { 2 a« "'' a* ) 



(92). 



^12(1— ^»)i da ^^^ ''hbi 

Eh' i Sr, a(^.-ftr.) i _ 



db 



1 = 0. 
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Man hat sich dabei erlaubt die Gleichungen 
r = 0, s z=z 0, $^ = — r, 

zu benutzen, welche bis auf Grössen höherer Ordnung erfüllt 
sind [§ 65, (63)]. 

Um nun in ähnlicher Weise die Grössen S\ H' etc. zu be- 
siimmeti, seien zunächst 

üdzds, Vdzds, JVdzds 

die Componenten der auf ein Element des Randes dzds .wirken- 
den äussern Kräfte. Die von diesen Kräften in S\ H", 71, 
S'\ If\ Z" herrührenden Theile sind dann, mit Anwendung 
einer der früheren analogen Bezeichnung: 

Uz dz 



Vzdz 



U' = fudz, ü" = (l 

r = Cr dz, r"= Ti 

W' = Cwdz, W" = Cwdz. 

Um nun ^' etc. zu bilden, haben wir von diesen Grössen die 
entsprechenden Integrale abzuziehen , welche entstehen , indem wir 
^, F, W durch die für das Randelement ds dz berechneten 
Spannungen ersetzen. Da die Normale des Elements gegen 
^ie in diesem festen Axen X, T, Z die Winkel p, 90".— p, 90" 
^Udet, so sind nach unsern Fundamentalgleichungen die Com- 
P^nenten der für das Rahddement berechneten Spannung, nach 
^^sen Axen zerlegt: 

^,i- C0SJ9 + /,, sinp, <,j cos/> + <„ sinp, 0; 

^'^d dies sind sofort die Grössen, welche, nicht bei ff, Jf, Z selbst, 
Sondern bei den nach den X, Y, ZAxen zerlegten Kräften 

ff«, + H ft + Z y, 
ff«, + H(5, + Zy, 
ffa+lTjJ+Zy 

^ur Anwendung kommen. Integrirt man also nach z, um die mit 
Einern und zwei Strichen versehenen Grössen zu bilden, und ent- 
nimmt die Integrale der / aus (91), so erhält man folgende 
Ausdrücke: 
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Sr«, + H'/J, + iy, = zr«, + F'/?, + W'y, 

— ][ry |— ^ r cosp + (ff,+ fttfj sinpj , 

S'a + fl'/J + Tly = ?7'« + F'/S + W'y. 
Ä"«. + H" ß, + Z" y, = ü" a, + V" ß, + W"y, 

S'\ + H" ß, + Z" y. = l^" «, + F" ^, + W"y, 

und die letzten Gleichungen (88) gehen also über in: 
ü'(x^ + V'ßi+ TF" y^+ J {s^cosp — r,sinp) 

— j— 2 I (^'i +^<Jjcosp + -^z sm /)| = 

U'cc^+ V'ß^+W'y^ — J[s^co^p — r^smp) 

(93).^ r« + V'ß + ^V — — + Ojcosp+Ö,sinp = 

— i2(i_^») [~ K— f«i)«50sp + (1— Jt) r, sinp] = 
V"«^+ V'ß^ + »'"y, + -^ cosp 
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70. Theüong des Problems. Ente Annäherung. Bestim- 
mimg der abwickelbaren Flache. 

Von den Gleichungen (92), (93) ausgehend, sind wir nun 
1 Stande, die Behandlung des Problems zu überschauen. 

Dieselbe sondert sich in drei verschiedene Theile. Der erste 
leil hat zum Zweck die Bestimmung der abwickelbaren Fläche, 
n welcher die Mittelfläche der Platte im gebogenen Zustande 
r sehr wenig abweicht. Der zweite Theil beschäftigt sich so- 
nn mit der Aufsuchung der Dilatationen a^, (f^, r, welche durch 
5 äussern Kräfte hervorgerufen werden*; der dritte endlich mit 
n Bestimmungen der kleinen Abweichungen der wirklichen Ge- 
lt der Mittelfläche von der gefundenen abwickelbaren Fläche. 

Bei dem ersten Theil des Problems hat man sich nur der 
iden letzten Gleichungen (92), sowie der drei letzten Glei- 
tingen (9i3) zu bedienen. Aus den ersten nämlich ergiebt sich: 
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+ -1~^^) V ä^ ^ '^^ db) 
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_ Eh' ( d {s,^(ir,) drA 

I2{l—(i^) \ db "^ ^ ^^ daj 



Denken wir uns nun diese Werthe in die letzten drei Glei- 
lungen (93) eingeführt. Dabei können wir die a, ß, y, r, s 
ittels der in erster Annäherung geltenden Formeln des § 67 
irch die Functionen ^, %, So» sowie durch die Grössen l, 9, a 
sdrücken, welche zur Darstellung der entstehenden abwickel- 
ren Fläche benützt wurden. 

Es entstehen auf diese Weise drei Differentialgleichungen, 
Jche Sy, %, ?o, k, q>, <y, J enthalten, welche aber auch noch 
, Öq enthalten können, insofern es möglich ist, dass die auf 
len Punkt des Randes wirkenden Kräfte von der Lage des Orts 
hängig sein können, an welchem dieser Punkt sich ursprünglich 
fand* 
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Indess ist es leicht, von vorn herein einige dieser Grössen 
durch die übrigen auszudrücken. Aus den Gleichungen (70), (72), 
§ 67 ergiebt sich sofort: 

(95) ....«0 = — ^ cos 97, 6j, = ft — X sing). 

Da wir hier nur von dem Rande der Platte sprechen , so bedeu* 
ten a, h die ursprünglichen Coordinaten eines Randelements, und 
sind als solche gegebene Functionen von s. Die obigen Glei- 
chungen führen also a^, b^ zurück auf bekannte Functionen und 
auf die Unbekannten l, q>, von denen die erstere hier die Strecke 
bedeutet, welche von der Randcurve auf einer Tangente der Grat- 
linie abgeschnitten wird, vom Berührungspunkt an gerechnet. 

DifTerenziren wir jene Gleichungen, und führen als unab- 
hängige Veränderliche jetzt überall den Bogen s der Randcurve 
ein, indem wir durch die oben angefügten Striche jetzt die 
Differentiation nach dieser Veränderlichen bezeichnen. Da p der 
Winkel der nach aussen gerichteten Normale der» Randcurve 
gegen die JITAxe war, so ist 90^ + p der Vünkel, wdcbin 
ds gegen jene Axe bildet ; und die Cosinus dieses Elements gegen 
die Axen der X, F, die Grössen a, b\ haben die Werthe : 

a = — sinp, ft' = cosp. 

Zugleich war (72) 

a\ = a' cos 9, ö'q = a sing). 

Aus der" Differentiation der Gleichungen (95) findet sich also: 

tf' cosg> = — sinp — ^' cosq> -^ X <p' sing; 

tf' sing) = cosp — ^' sing; — X q/ cosg>; 

oder wenn man einmal mit cosg>, sing>, das andere Mal mit 
sing), — cosg) multiplicirt, und jedesmal addirt: 

(96) f'= sin{<p-p)-X' ^ 

(0 = — cos(g) — p) + Xq> . 

Aus der zweiten dieser Gleichungen kann man X durch q> 
und die gegebene Function p ausdrücken; aus der ersten findet 
sich dann ebenso a\ welches allein (nicht a) in den Gleichungen 
des Problems vorkommt. 

Und so sieht man, dass sich die Unbekannten, auf fünf, auf 
$o> %> ^> % "^ zurückfüren lassen; oder selbst auf vier, da 
auch ^ leicht zu eliminiren ist. 
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Zwischen diesen Unbekannten bestehen nun ausser deii er- 
ibnten drei Gleichungei> die beiden [vgl. § 67, (69) — (74)]: 

5a)... I^o* +'»'•* +^-'=^: 

Die rechten Theile dieser Gleichungen kann man nach dem 
rhergehenden durch a und durch bekannte Functionen aus- 
ücken. Diese beiden Gleichungen, mit den erwähnten drei zu- 
mmen, genügen offenbar, um die fünf unbekannten Functionen 
bestimmen; es bleibt also nichts übrig, als die wirkliche Auf- 
3lluDg der letztern Gleichungen, jener, welche aus den Randbe- 
ngungen entspringen. 

Wenn man, um in die oben gegebenen Ausdrücke der Q die 
^erthe der r, s einführen zu können, wie sie in § 67 gefunden 
iirden, bei den auszuführenden Differentiationen die Differential- 
lotienten von s und k nach a und b aus den Gleichungen (76) 
tUmmt, so erhält man zunächst: 

dr^ dr^ d [Sl sin q>) [Sl sin fp) a 
dä~ db ~ k^tpds ÄV 

ds^ dr^ d{Sltosfp) (Äcosg))a' 

dh '^ da ~ X*q>ds ^V 

da db ~ ' db ^ da ~ ' 
i deswegen : 

ö. = - (A\ + B"ß, + Cf'y,) 
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JLnr i^iäO smg> .>ä smq> Acco^q>\ 

~ 12(1— ft«) \~l?^'~ "*■ ""Xv" ;t' } 

Eh? -iSliScosq) ' Sl' cos 9 Sl singpj 
+ 12(1— |it*)i l\f^' + ~1V ^^^ 

1 Setzt man diese Ausdrücke nun in die drei letzten Glei- 
*Ogen (93) ein, so ergeben sich dieselben in folgender Form: 
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(98) . 






+ 



JSTÄ» 



-T- [sing) sin (<p— p) + j» cosg? cos (9— /^^l 



12(1— ft«) X 



j5:ä^ 



— [cosff sin (9 — p) — fi sing) cos (g) — p . ""i l. 



isp 



12(1 — f**) A 

Statt der beiden letzten setzt man etwas bequemer die beidw^ en 
Combinationen: 

= {ü'\ + r% + wy,) cosp + {ü'\ + r'ß, + W"y>i m 

Eh' Sl 
+ 12 (t-ft') T 1^''"' (9» - P) + »» «•>«' (9» - /»)] 

, Eh* Sl 

+ i^(rTS T ^'" ('^ - ^) *=°^ (" - -p)- 

Führen wir endlich die Bezeichnungen ein: 

^£:=:ü'a + r'ß + W'y — [j:\ + B^% + a'y)^.mxp 
(99) . J — (^'«t + B"ß^ + Cy^ sini> 

jyr =(??"«,+ r/3,+ FF'V.) siiii>-(ü''«,+ r/3,+ ^yJeosA 

so erhalten wir nach Elimination von J aus (98) die folgenden 
Gleichungen : 

r'äN 

= K — — 
ds 



(100). ^ 






= il^ + 



M' 



Sl 



12 (1 — fi*) A 



— [ß\v?{(p—p) + fiC0s«(9)— p)]. 
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Man hat hier die Veränderliche A herausgeschafft; hingegen 
IQ man St als Unbekannte neu einführen, und die Definitions- 
ichung 

,\ n _ ^o'''(% C— ?o V) + V(CSo' — S>V) +C(^oV— %V) 

neue Gleichung hinzufügen. In (96), 96*), (100), (101) hat 
dann 7 Gleichungen mit ebensoviel unbekannten Functio- 

I, % ?, <y, ^, g>, ^' 

Die Ausdrücke, welche durch AT, M, N bezeichnet wurden, 
m eine einfache mechanische Bedeutung. Wenn ursprünglich 
% Z die auf die Flächeneinheit bezogenen Componenten der 
*te waren, welche auf den Rand wirkten, zerlegt nach den 
maxen, so sind 

^^ + Hß + Zy, S^, + Hß, + Zy,, See, + Hß, + Zy, 

Componenten derselben Kräfte, zerlegt nach den im Rand- 
lent festen Axen der X, Y, Z, und es sind 

See + Hß + Zy 

{Sa, + Hß, + Zy,) cosp + {See, + Hß, + Zy,) sinp 
. (&, + Hß, + Zy,) sinp + (&, + Hß, + Zy,) cosp 

Componenten zerlegt nach den drei auf einander senkrechten 
itungen, welche durch die ZAxe, die positive Richtung des 
3nelements und die nach aussen gerichtete Normale des Randes 
Idet werden. Multipliciren wir die letzten beiden Componen- 

mit zdzds und integriren von — — bis + — , so erhalten 

Mds und — Nds ; und es sind demnach, wie man sofort über- 
;, Mds und Nds diejenigen auf das Randelement ds wirkenden 
ern Kräftepaare, welche um die positive Richtung des Bogen- 
ents und um die nach aussen gerichtete Normale zu drehen 
rebt sind. 

Die Grösse AT besteht aus zwei Theilen. Der erste derselben 
die erste der obigen drei Componenten, nach z integrirt. 
er Theil mit ds multiplicirt, ist also die nach der Normale 
Mittelfläche gerichtete Componente der auf das Randelement 
iirkenden Kräfte. Der zweite Theil von IC aber ist mit — M 
; analog gebildet, nur dass dabei die auf das Innere wurken- 
Kräfte eingeführt sind, 
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§ 71. Em specieller FalL Hmdeutang anf die Theorie 
nnpräjiglioh gj^krämmter Platten. 

Die Grössen IC, M, N »nd im Allgemeinen Functionen von 
s, ^ etc. und macheu dadurch die gleichzeitige Betrachtung 
aller 7 DüTerentialgleichüngen nothwendig. Ich will indess eines 
Falles gedenken, ia welchem die BehandluDg des Systems sich 
wesentlich vereinfacht, indem if, M, N nur von s abhängen, und 
so von vorn herein gegebene Functionen sind. Dies tritt ein, 
wenn auf das Innere keine Kräfte ii^irken, auf den Rand aber 
Kräfte, welche mit dem Randelement der Grösse und Richtung 
nach fest verbunden sind. 

in diesem Fall nämlich kann man aus der zweiten Glei- 

Sl 
chung (100) durch {g> — p) ausdrücken; und indem man den 

erhaltenen Werth in die erste Gleichung (100) einführt, ergiebt 
sich eine Differentialgleichung erster Ordnung 

(lOla) . . 0=^-^/ + r i^[l+^(y-p)] ^ 

^ ' ds • Lsm' (gp — p) + ft cos* (9 — p) ds 

f _ . d_ / _M \ 

+ tg (g> p) - \^^.^, ^^__^^ ^ ^^^^, [fp-p)) 
+ 



±. (\—a\ — ( ^^'°(y~^) cos (y— p) \"| 
r ^' ^\ds \siu«(g)-/)) + /neos» [q>-p)) \ ' 



welche ausser tp nur gegebene Functionen von s enthält, und 
durch die Substitution z = ig {q> — p) leicht von allem Trigong- 
metrischen befreit wird. Hat man diese Gleichung integrirt, und 
demnach (p gefunden, so findet man Si, X, a aus den Gleichungen 

(101b). . ) - 9* 

Eh^ sin*(gp — l>)+f*cos*(9? — p) . 

Man kennt sonach vollständig den Winkel zweier nächsten 
Linien und zweier nächster Tangentenebenen der entstehenden 
abwickelbaren Fläche oder Krümmungsradius und Torsionsradius 
ihrer Gratlinie, sowie die Lage der später diese Gratlinie bilden- 
den Curve in der ausgebreiteten Mittelfläche. Es bleibt endlich 
übrig, aus diesen Elementen die abwickelbare Fläche selbst, oder 
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ie Lage der Gratlinie im Raum darzustellen. Man benutzt hiezu 
ie ^folgenden drei simultanen Gleichungen (96*), (101): 

i'' + %' + C = <^'' 

So'" (VC — ?o'0 + W(do" — &'0 +C (So'V — Vo lo") 

reiche, wenn man darin l^, %, S^' als die Unbekannten ansieht, 
»ezuglich zur Oten, Iten, 2ten Ordnung aufsteigen. Ein einfacheres 
^erfahren besteht darin, das man auf die Coeflicienten a, ß , , , 
urückgeht. Mit Hülfe der Gleichungen (79), (80^) und der ana- 
ogen bildet man nämlich leicht das folgende System, in welchen 
ur die r, s ihre oben berechneten Werthe gesetzt sind: 

f ==r Slq>' {cl^ sin 99 — cc^ cos q>) «,'== — Slg> a sin q> u^ = Slfpa cos q> 
9 = SUp (j3j sin g> — ß^costp) ß{= — ^g>' ß sin g) ß^ = Slg/ß cos 9 
' == Sl(p' (y, sin q> — y, cos q>) yi'= — Sl(p' y sin g> y,' = Slxpy cos 99. 

Man bemerkt, dass die drei Gleichungen der ersten Horizon- 
^Ireihe, welche nur die a enthalten, ein System für sich bilden, 
ebenso die der zweiten etc., und dass die andern Systeme mit 
lem ersten völlig identisch sind. Es kommt also nur darauf an. 
He Integrale eines dieser Systeme zu finden, wobei denn zugleich 
iiimer ein Integral 

^1* + '^t* + a' = 1 , etc. 
bekannt ist, sodann für die er, /3, y gleichartige Ausdrücke mit 
Verschiedenen willkürlichen Constanten zu setzen, diese letzten 
^mdlicli den Gleichungen (57) gemäss zu bestimmen. Die Werthe 
^^r lo> ^o> ^ü finden sich nach Bestimmung dieser Coefficienten 
lurch blosse Integration; denn es ist nach (77) 

— = (flf^ cosg) + a, sing)) - 

— = (ft cosijp + /3, sin9?) - 

— « =(yjCos<jp + y^srng?) -• 

Es mag genügen, auf die Behandlung des Gegenstandes hier 
Ungewiesen zu haben. Ich bemerke nur noch, dass die ange- 
deutet^ Lösung -in sofern nicht immer zu einem Ziel führt, als 
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es von vorn herein Bedingung ist, dass die Linien der abwickel- 
baren Fläche sich nirgend innerhalb der Mittelfläche selbst schnei- 
den dürfen. Wenn also die Lösung des Problems auf dergleichen 
Zustände führt, so muss man schliessen, dass in Wirklichkeit 
Ausnahmspunkte auftreten müssen, welche von der gegenwärtigen 
Betrachtung ausgeschlossen waren. 

Aber umgekehrt kann man immer die Aufgabe lösen, diejenigen 
auf den Rand wirkenden Kräfte zu finden, welche geeignet sind, 
einer gegebenen Platte die Gestalt einer vorgeschriebenen ab- 
wickelbaren Fläche zu geben. Und zwar kann mati dabei immer 
N verschwinden lassen, während M, K sich aus den Gleichungen 
(lOl*), (lÖl*) bestimmen. Diese Bemerkung bildet die Grund- 
lage für die Theorie solcher Platten, welche bereits im natürlichen 
Zustande die Gestalt einer abwickelbaren Fläche besitzen. Man 
sieht hier eine Reihe interessanter Probleme vor sich, welche sich 
naturgemäss denjenigen anreihen, die oben in Bezug auf dünne 
Stäbe behandelt worden sind, und welche man leicht ähnlich wie 
diese anzugreifen im Stande ist. 

§ 72. Besümmong der Dilatationen. Zweite Annähenmg. 

Wenn so der erste Theil des Problems nur auf ein System 
gewöhnlicher* Differentialgleichungen führt, so führen hingegen 
die andern Theile auf simultane partielle Differentialgleichungen. 
Ich werde diese Probleme nur andeutend berühren. 

Der zweite Theil des ganzen Problems beschäftigt sich mit 
der Bestimmung der Ausdehnungen und Verschiebungen <?i,*<?j, r, 
welche durch die äussern Kräfte in den Elementen der Platte 
hervorgerufen werden. Hiezu hat man die ersten drei Gleichungen 
(92), welche, wenn für Q^, Q^, r,, r, etc. die im Vorigen gefun- 
denen Näherungswerthe eingesetzt werden, in partielle Diffential* 
gleichungen zur Bestimmung jener Functionen übergehen, in denen 
sämmtliche Coefficienten bekannte Functionen von A, s, oder, was 
dasselbe ist, von a und h sind. Die allgemeinste Lösung solcher 
Gleichungen führt gewisse Willkürlichkeiten mit sich ; und es sind 
die am Rande der Platte zu erfüllenden ersten beiden Gleichun- 
gen (93)9 welche zur Bestimmung derselben dienen. Ich be- 
merke nur noch, dass die allgemeinste Lösung der erwähnten 
Gleichungen (92). sich unter allen Umständen angeben lässt; eine 
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eigenthümliche und merkwürdige Eigenschaft, auf deren Begründung 
ich hier nicht näher eingehen kann. 

Der dritte Theil des Problems endlich .beschäftigt sich mit 
den kleinen Correctiönen, welche die zuvor gefundenen Werthe 
der S> ^, ?,«... in Folge einer Abweichung der gebogenen Mittel- 
fläche von der Form einer abwickelbaren Fläche erfahren, sobald 
man sich nicht mehr gestattet, die kleinen Verschiebungen (S^,a^, t 
zu vernachlässigen. Um diese Correctiönen zu bestimmen, setze 
ich io den ursprünglichen Formeln überall 

S = S' + 5". V =^'n + v'--f cc = a + «"... etc. 

wo die mit einem obern Strich bezeichneten Grössen die im Vori- 
gen gefundenen Annäherungswerthe bezeichnen, die 5" etc. aber 
Correctiönen, sehr kleine Grössen erster Ordnung bezeichnen. 
Inzwischen ist schon in § 57 (35*) die Form angegeben, wcjche 
öian den Correctiönen der cc geben muss, um den für die a zu 
erfüllenden Bedingungen (57) identisch zu genügen. Man kann 
nach jenen Formeln setzen: 

"i' = Ö'j a — ^r «/ , üf/' =:qa^ — q^ a , a" = q^ a^ — q^ Of/ 
^y'-=-q^ß'-qß;, ß,'' = qß:-q,ß\ ß'' = q^ ß^ - q^ ß; 

yC ^^g^y —q yi , y," = qy[~ q^ y > y" = q^ yi — qt yi 

^^ die q von einander unabhängige, sehr kleine Grössen bezeich- 
'^^n. In die Ausdrücke der r, s eingesetzt, giebt dies sofort für 
^^^ Correctiönen dieser Grössen die folgenden Ausdrücke: 

'^' = a"^' + ^ ^-'^^'^ ' < = fb + ^ < - ^^' 



U02) . 



r 



ft 



dq , , f »f ^q X ^ ^ 



da ' ^' ' ^* '' da 



X**! • 



Die Correctiönen der Grössen S > H . . . findet man aus 

da ob 

den Gleichungen (58) indem man die Grössen Nullter Ordnung, 
welche auf beiden Seiten bereits gleich sind, fortlässt, und nur 
die Grössen erster Ordnung beibehält. Mit Benutzung der oben 
gegebenen Ausdrücke der a erhält man spdann: 



\?C=^«»V-^'^ le« eben. ««;,^;ea ,oo £• ^,^J, 
Diese G\eic a,e »^ ^ G\ex ^^, «.xi «^ ^^^ 

*'^etc. eiutfete»*'" , »V + P» "ö^ g^ 

q." ö«^^ , »5, + yi ^' 
,5|^ + p« ab ovr' 

\ '?^+ ^ '^ lae des V^«^^t 

Xbev -^»7^ V«»«'^. eSma^«'^'^";: bade« «^«^ 

.,^.- ,^e.^^_^^,8^^y. 8., 




, ?t + ß* 'ab ^ ^ ar 

• "" , 8ti i. yi . gb 

, 8r + p: ^ 
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Auch diese Gleichungen, welche, wie die oben erwähnten, 
re allgemeinsten Lösungen in allen Fällen anzugeben gestatten, 
bren bei ihrer Integration gewisse Willkürlichkeiten mit sich. 
1 ihrer Bestimmung bedarf man wieder gewisser am Rande zu 
füllender Bedingungen. Und diese ergeben sich, wenn man in 
njenigen Gleichungen, die bei der ersten Annäherung benutzt 
jirden, die Grössen erster Ordnung berücksichtigt. Man muss 
^o erstlich sämmtliche Terme dieser Ordnung beibehalten, welche 
I Vorigen vernachlässigt wurden ; insbesondere aber ist es noth- 
endig, bei den Grössen u, v, w und den Ausdrücken der Spannun- 
5n ebenfalls die Grössen der nächsten Ordnung beizubehalten, 
ad demgemäss in den Gleichungen (60*), (60^) zu der nächsthöheren 
nnäherung fortzuschreiten, was übrigens den entwickelten Me- 
loden gemäss leicht ausgeführt wird. So gelangt man zu einer 
lodificirten Gestalt der letzten beiden Gleichungen (92) und der 
Irei letzten Gleichungen (93); und wenn man in denselben die 
;efundenen Näherungswerthe nebst beigefügten Correctionen ein- 
ührt, verschwinden die endlichen Terme identisch, während die 
ferme erster Ordnung die in Rede stehenden Bedingungen 
''geben. 

Ich habe hier eine kurze Skizze von der Reihenfolge der Probleme 
fitwickelt, aufweiche man bei der Behandlung des Problems endlicher 
Regungen sehr dünner Platten gefuhrt wird. Nur in einem einzigen 
^lle kann man ohne Weiteres vorschreiten, um die vorgeführten 
*obleme selbst zu untersuchen; dann nämlich, wenn die endlichen 
^gungen aufhören, und nur die an die ursprüngliche Gestalt der 
ittelfläche anzubringenden Correctionen aufzufinden sind. Dieser 
^11, in welchem alle Theile der Platte von ihrer ursprünglichen 
^ge nur sehr wenig abweichen , soll Jetzt eingehender behandelt 
-rden. 

§ 73. Kleine Verschiebnngen. 
Wenn die Platte nur sehr kleine Verschiebungen erfahren 
^t, so ist der ursprüngliche, natürliche Zustand selbst bereits 
^ erste Annäherung. Unter solchen Umständen fallen überall 
e Axen X, F, Z mit den Axen X\ Y\ Z' auch nach der Ver- 
'hiebung nahezu in dieselbe Richtung; und die erste Annäherung 
^steht darin, dass man sie parallel werden lässt, dass man also setzt: 

< = /S,' = / = i. < = «' = ^ = /J.' = y/ = y.'=o. 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 20 
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So erhält man ans (104): 

da 



«1 = 



q +.r = 



dv 

er 



dri" 



fft= 



da 



— ?,= 



db ' 

db 



db '^ da 



Da zugleich die Grössen r, s', welche sich aus Differenüal- 
qnotienten der constant gewordenen Grössen ct',ß'. . . zusammen- 
setzen, offenbar verschwinden, so fallen die Grössen r 
den r, s selbst zusammen, und man erhält aus (102): 

dq. 8»r dq. g*r 



mit 



da 
= ??.« = 

= ^ = 

da 



dadb 

aV 

da^ 



s, = 



db 

~ db 
d_q 

db 



db^ 

d^r 

dadb 

aV. 

dadb' 



Im Obigen sind alle Grössen durch die kleinen Verschiebun- 
gen J", rf', f" ausgedrückt, welche die Theilchen der Mittelfläche, 
von der Ruhelage aus gerechnet, erfahren. Fuhren wir diese 
Ausdrücke in die Gleichungen (92), (93) ein, so erscheinen die 
Probleme des §72 in modificirter Form. Und zwar ist es hier nicht 
nothwendig, bei der Berechnung der Spannungen mehr als die Terme 
niedrigster Ordnung, wie dies oben geschah, beizubehalten; denn 
diese werden bereits von einer höhern Ordnung, als in dem Falle 
endlicher Biegungen, indem die früher endlichen Grössen r, s 
hier Grössen der ersten Ordnung sind. 

Die erwähnten Gleichungen gehen nun, durch Einführung 
von g", rf, f" (von denen ich jetzt der Kürze .wegen die Indices 
auslassen will, so dass also g, rj, ^ die Verschiebungen selbst be- 
deuten) in die folgenden über: 

d^ ^ 1 — ft d_ (dj drf 

da^ '^ ^ dadb'^ 2 db \db "^ da. 

d'v . 

—t +f* 



(105) . 



dadb 

d'^ 



2 
1— 






(i d_ (dj drA 
db \db "^ daj 

da \db ^ da) ^ Eh 
n: 
f* (dl , dri\ . 1—fi^ ^ 

- [db + d-a) '""P = -m- ^ 

[ [db+f^d-a) *'"^ + ^- U + Fa)'''P= -Eh- ^ 



aft* ■ ■" dadb ' 2 

mit den Grenzbedingungen: 

\Fa + »* db) '''P + — 
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1: 



6).J 



da* ^ d(^db* ^ dh* Eh» \ "•" 8a "•" If) 



8b* 



+ 






mit den Grenzbedingnngen : 

12(1— fi') r ., , „„ . ^, , a(P"sinp- r'cosp)-| 

Das erste dieser Systeme bestimmt, für sich, die Verschiebun- 
n parallel der Mittelfläche selbst; das andere hingegen, wenn 
5 ersten Verschiebungen bekannt sind, die Verschiebungen senk- 
cht zur Mittelfläche. In den letztern Gleichimgen durften die 
odukte der Verschiebungen nicht schlechthin vernachlässigt 
irden, insofern sie durch die sehr kleine Grösse h^ dividirt sind, 
ch haben jene Glieder unter Umständen einen sehr bedeuten- 
n Einfluss. Bezüglich des erstem Systems bemerke ich noch, 
is es genau mit den Systemen (154), (156) p. 166, übereinstimmt, 
r dass hier noch Glieder auftreten, welche von den auf das 
lere wirkenden Kräften abhängen, dass hingegen diejenigen 
eder fehlen, welche dort mit höhern Potenzen von h multipli- 
t erschienen. 

Ich werde die beiden Systeme (105), (106) für den Fall einer 
iisförmigen Platte behandeln. In dem ersten Systeme werde 
i über die Natur der äussern Kräfte gar keine Voraussetzungen 

20* 
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machen. Im zweiten System aber werde ich zunächst die vei«. 
einfachende Voraussetzung eintreten lassen, dass die Verschiebung 
gen ^ % der Mittelfläche parallel, welche in jenen Gleichungen 
auftreten, im Wesentlichen nur in einer gleichförmigen Au^. 
dehnung bestehen, welche der ganzen Platte mitgetheilt sei; wob^i 
der Fall nicht ausgeschlossen ist, dass noch andere VerschiebaBrm— 
gen solcher Art vorhanden seien, nur seien sie klein genug, u 
die Vernachläsägung in dem letzten Gliede der ersten Gleicba 
(106) zu gestatten. Ich werde also annehmen, dass die in jen 
Gleichung auftretenden Grössen |, 17 aus dem System (105) ei 
halten werden, wenn man darin die auf das Innere wirkend 
Kräfte ^, B^ gleich Null setzt, statt der auf den Rand iiiirkend 
Kräfte If, V aber eine überall gleiche normale Zugkraft ei 
führt, welche für die Flächeneinheit berechnet den Werth T h; 
so dass 

V' = Th cosp, V = Th sin;?. 

In diesem Fall ist, wenn wir dem Anfangspunkt der a, 
keine Verrückungen parallel der Mittelfläche ertheilen, die Lösu 
der Gleichungen (105) in den Formeln enthalten: 

^ = £a, rjz=zsb, 
wo 



E 



T, 



Und es geht demnach die erste Gleichung (106) in die For 
über, welche nur mit constanten Coeflicienten behaftet ist: 

~ Eh' \ ^ da '^ dbj 

Es soll später die weitere Transformation dieser Gleichu 
angegeben werden, deren man bei Schwingungsproblemen beda 
Für die im Folgenden durchgeführten Gleichgewichtsproble 
aber werde ich insbesondere 6 = setzen. 
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f 74. Kleine Terschiebungen einer kreisförmigen Platte in 

ihrer Ebene. 



Im §44 p. 168, sind bereits die allgemeinen Formeln angeführt, 
lohe zur Einführung von Polarcoordinaten dienen, me denn 
erhaupt das hier zu behandelnde Problem sich dem dort durch- 
rührten aufs genaueste anschUesst. Nehmen y,ir bei der kreis- 
'ixiigen Platte den Mittelpunkt zum Anfangspunkt der a, & 
d setzen: 

a = r cos^, fe = r sinO, 

liat man nach den Formeln des angeführten §: 

da = dr cos d' — r sind' dd" 
db = dr sin-^ + r cos-^ dd-. 



id für jede Function Ä: 



08) . . . < 



( m 

da 

dsi 

'db 

dr 



dr 



cos^ 



rd% 



sinO 



^cos^ + ^sm^ 

— -^- sm^ + -^ cos^. 
da db 



Giebt man nun den beiden ersten Gleichungen (105) zuerst 
Le Form: 



da \da ^ db) '^ 2 db \db da) 

a /ag , dn\ i— ft a /ag dn\ ^ 

db \da "*" db) 2 da \db da) 



Eh 

- ^^ W 
Eh 



hajt man, indem man diese Gleichungen mit cos^, sin^ oder 
ait — sm'9', cos^ multiplicirt, und jedesmal die Gleichungen (108) 
erücksichtigt: 
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(109) . < 



\da "^ dbj "^ 2 rd9 \da da) 



dr \da 

_ (1-ft») 



{A' cos*^ + JB^ sin d) 



\da '^ dh) 2 1 dr \dh da) 



d 

rdd^ 



„^ (^'sin-^ — ^'cosO). 
M/h 

Ich werde zeigen, wie man die allgemeinen Integrale dieser 
Gleichungen findet, in einer Form, welche für die Betrachtung 
kreisförmiger Platten zweckmässig ist; eine Untersuchung, die 
übrigens genau der des § 44 analog verläuft. Zu diesem Ende 
denke ich mir zunächst die beiden Grössen 

A' cos'9' + ff sin-^, A' sin-ö" — ff 008*^, 

welche nichts anderes sind, als die Componenten der auf das 
Innere wirkenden Kräfte, zerlegt nach der Richtung des Radius 
und senkrecht dagegen, in der Form dargestellt: 

— (^'cos-ö* + ff sind) = ^j, + ^j cos^ + Q^ cos2'^ . . 

+ q{ sin-ö" + Q^' s\ü2d' . . . 

— (^'sin-^ — B' cos*^) = v^ + 1/j cos-^ + v^ cos 2-^ . . 

+ v/ sin*^ + v/ sin2'9' . . . 

Nach den im Frühern wiederholt angewandten Sätzen findet 
man die q, v sehr leicht, nämlich ausgedrückt durch die Formeln: 

Qo^^^J (^ cosO + ff sin^) dd 



27t 

Qi =— I (Ä cos^ + ff sin«^) cost-^cW-, 



2» 

q!=-\ f (^ cosO + B' sinO) sini^^dd^, 



2» 



^0=— / (^'sin^ — -ß'cos'^) rf-^. 
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Vi = — - / (^'sin'^ — B^cosd) cos i&d&, 
nh J ^ 



v/ = — - j [Ä sin d — W cos %) sin i-^ d%, 





Setzt man nun in äniicher Weise: 
I ^ + ^ = w + WiC0s^+w,cos2O... + w' sin-^ + w' sin2'^... 

(110) r" 

7— — — = i; + v. coS'9' + t;,cos2'9'... +«;' sin'9' + v' sin2'9'.. 
ob da ' * * 

wo die Uy V nur noch Functionen des Radius sind, ebenso wie 
die Q, v; so zerfallen beide Seiten der Gleichungen (109) in eine 
Reihe von Gliedern, welche mit den Sinus und Cosinus der Viel- 
fachen von d- multiplicirt sind. Wenn man daher die Coefficien- 
ten entsprechender Sinus und Cosinus auf beiden Seiten einander 
gleich setzt, so erhält man die folgenden einzelnen Gleichungen, 
in denen i die Werthe 1, 2 . . cx> annehmen kann : 



(111) . 



du 
di^ 
dUi_ 
<lr "^ 2r 



1 — ft . , 



dUi 1 — fi . 



tVi 



E 
E 



it;,= — 



Qo 



Qi 



dr 2r 

1 — II dv 

2 dr ~ "" 

1 — a dVi 1 . , 

2 dr r • 

1 — (i dv'i 1 . 

2 dr ^ r * 



- -E~' ^« 



1-ft* 

-w""^ 



V. 



1-y 

E 
1— ft' , 



Aus den ersten beiden Gleichungen findet man sofort: 

/. ^x 1—/^* r , 25« 2(1 +u) r ^ 

[11%. u^A, -f-J^^dr, v = j-^-^-^^Jv,dr. 

Wo Aq, J?0 willkürliche Constanten sind. 

Die andern Gleichungen fallen unter das Schema: 
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du iV 

-+ — = S 

(113) : ^'^ ' 

dV iU ^ 

dr r 

v,o S und T gegebene Functionen von r bedeuten. 

Es ist leiclit aus Gleichungen dieser Form die allgemeinen 
Werthe von U, V zu ermitteln. 

Bildet man nämlich die Combinationen : 

d(ü+V) u+v 

dr r 

so erhält man integrirbare Formen, sobald man die erste Glei- 
chung mit r\ die zweite mit -j multiplicirt, denn die entstehenden 
Formeln kann man in der Gestalt schreiben: 



r* S—T 



dr r* 



woraus durch Integration: 



U+ V= ^,J[S+T)r'dr + ^^ 





R 



U-V=- r'ßs-T) y + Cfr'. 



Es bezeichnet hier R den Radius der Scheibe, und es sind 
in der letzten Gleichung die Integrationsgrenzen r, R statt 0, r 
gewählt, damit die zu integrirende Function innerhalb des Inter- 
valls der Integration nicht unendlich werde. 

Bemerken wir, dass überhaupt sämmtliche hier vorkommende 
Grössen auch für r = benutzbar werden müssen, also für die- 
sen Werth von r nicht unendlich werden dürfen, so zeigt sich, 
dass C=0 sein muss, alle übrigen Glieder erfüllen die in Rede 
stehende Bedingung. Man überzeugt steh davon sofort, wenn 
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man sich statt S+T, S^T die absolut grössten Werthe gesetzt 
denkt, welche diese Functionen auf der Scheibe überhaupt an- 
nehmen können. Sind diese Werthe M, N, so ist offenbar in 
Folge dessen» ohne Rücksicht auf die Vorzeichen: 

M 







.< 



>-i? <*'■/*• 



Wenn man die letzten Integrationen ausführt, so bleiben 
die betrachteten Ausdrücke bezüglich kleiner als die Grössen: 

Mr 



Nr' / 1 _ 1 \ 



i + 1' 
oder, wenn i = l, kleiner als 

Grössen, welche sämmtlich für r = keineswegs unendlich 
werden. Die Zulässigkeit der gefundenen Ausdrücke für ü, V 
ist hierdurch dargethan. Demnach werden die Werthe von ü 
und V selbst die folgenden: 



r 

r R 



dr (fr' 



^ = iTßs+T)r'är + '^f(S-T)f, 

r 

"Velche nur noch die willkürliche Constante (f enthalten. 

Wenden wir dies auf die Gleichungen (111) an, indem wir 

erstlich U:=Ui, r= vi, zweitens ü=u-, F= -^y^ 

setzen, so erhalten wir die Formeln: 

(114) .. . \ '"'*, 
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wobei durch Ü^, U\, Vi, V, der Kürze wegen folgende gegebene 
Functionen von r bezeichnet sind: 



ü r 

und wo Ai, Bi wieder willkürliche Constanten bezeichnen. 

Setzt man in den Gleichungen (112) auch noch, diesen Be« 
Zeichnungen analog: 

(116) . . . Fo = - ^-^ßo<^r. F.= - *^^ A.*. 
SO erhält man endlich aus (110) folgende Ausdrücke: 



(117) 



P + f?= Ü.+ IT. cos^ + U^ cos2'9'... + r^'.sin^ + U\ sin2^... 
oa ob 

+^o+^i''COS'9'+^jr*cos20'... + ^,rsin^+^gr^sin2^... 

^ — ^= r^+ V. cos^+ r, cos2^...+ V\ sin'^+ V\ sin2^... 
ob da 

2 

+ (^o+^jrcosO+^jr*cos2^...— ^jrsin-^— ^jr*sin2d...) 

1 ft 



aus welchen die allgemeinsten Ausdrücke der |, i? zu entwickeln 
sind. In diesen Gleichungen sind die V, V bestimmte Functionen, 
die A, B weiterhin zu bestimmende Constanten. 

Durch die Ableitung der Gleichungen (117) ist ein erster 
Theil der Aufgabe bereits gelöst, indem man an Stelle der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung (109) nur noch Glei- 
chungen erster -Ordnung vor sich hat. 
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Um nun aber diese Gleichungen zu integriren, ist es zweck- 
ig, nicht die Verschiebungen |, i} zu suchen, weiche parallel 
Coordiuatenaxen ausgeführt werden, sondern die Ver- 
bungen in der Richtung des Radius und in derjenigen dar- 
senkrechten Richtung, welche der Richtung des wachsenden 
tspricht. Man kann sich dies so vorstellen, als habe bei 
«Verschiebung der Punkt r, d^ eine Drehung g> am Radius r 
führt, und sei dann um eine kleine Strecke q in der Rich- 
des Radius vorwärts gegangen, um in seine Endposition zu 
gen. Demnach hat man ganz analog den Formeln: 

a = r cos-ö", 6 = r sin*^, 
der Verschiebung: 

+ S = (^ + (>)cos('^-f- 9), b + fl = {r + q) sm{d' + (p); 

entwickelt man hier nach Potenzen der sehr kleinen Grössen 
indem man nur die ersten Potenzen beibehält, so ergeben 
die Formeln: 

. . J == ^ cos-^ — rg> sin-O", fl ^= Q sin-ö- -|- r(p cosO, 

Is deren |, 1} durch die neuen Verschiebungen q, q> auszu- 
Len sind. 

Diese Ausdrücke, in die linken Theile von (117) eingeführt, 
)en, wenn zugleich die Differentiation nach a, b aus (108) 
1 eine Differentiation nach r, %^ ersetzt wird: 

a| dn_ ?? . ?? 4. £. 

da'^ db~ ar "*■ a^ "^ r 

db da~ ar "*" rdd^ ^' 

Und nach Ausführung dieser Transformation sind % q selbst 
leicht zu Anden. Denn man kann sich diese Grössen eben- 
unter der Gestalt vorstellen: 

^ Po + Pi cos-ö- + p^ cos20.. . + p\ sin-Ö- -(- p\ sin2'&... 
= 3^0 + 5^, cos-^ + q^ cos2'9'... + g\ sin-Ö- + q\ sin2<&... , 

die.j», q Functionen von r allein sein sollen. Setzt man 
liese Reihen in die Gleichungen (117) ein, und vergleicht 
oefficienten gleicher Sinus und Cosinus, so erhält man die 
iden Gleichungen zur Bestimmung jener Grössen: 
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I 



dr ' *" " 1—1» 

dr r 1 — j» 

Diese Gleichungen fallen gleichfalls unter das Scheno 
wenn man sie mit r multiplicirt, und, indem man r p 
^-Pi* ^q'i dls die Unbekannten ansieht, ihnen die Fom 



dr 




i 


' 


V^o 


-r ■«;. 




d.rp, 
dr 


+ 


• 9 * 

r 


— r 


{li. 


+ A 


'•% 


d.rp\ 
dr 




• 9 

tr\ 
dr 


— r 


W 


+ Bi 


A. 


d.r% 
dr 








— r 


y.- 


2Br 


d.r^qi 
dr 




i. rp{ 
r 




— 1 


V,r- 


25.r*+ ' 


d.r^q\ 




i.rp, 




— l 


>■• r -L 


2^,r'+' 

• 



dr r * 1— fi 

Die Benützung der früheren Formeln gibt daher sof« 



(119) J 



4 
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li Pq, Qq, Pi, Oi etc. folgende bekannte Functionen be- 
jn: 

r r 

OT 

r Ä 



r r 



';^Jr'-'iU.-V;)är-^^f^.lr 



2r* 

r Ä 

r 

Ü r 

r 

WO die C, D willkürliche Constanten sind. Die Integrations- 
stanten bei p^, q^ sind gleich Null gesetzt, damit die Wertlie 
Pof ^Qo> ^ör r = nicht unendUch gross werden. 

Fasst man alles zusammen, so hat man endlich für q, (p 
ende Ausdrücke, welche die allgemeinste hier anwendbare 
ung der Gleichungen (109) darstellen: 

= i>, + />jC0s^+ i>jC0s2^... + P\s\n^+P\sm2d',,. 

4(1—1») V 2 ^3 / 

- (Ä'-O [j^^^ (J, cos» + J, r C0S2». ..) 

+ ,!."*"^. (B, sinO + B.r sin 20 . . .)] 

4(1 — (ij • J 

f C, cos«' + C, r €082» ... + D^ slnO + />j r sin20' . . . 
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y= Qg + 0^ cos* + 0, cos2d ... + 0\ sin^ + Q\ sm2d. . . 
— -— ^+ ^,, ^, l-j- COS'» + ^ cosa»...) 

— , .. ^ , (-i- änO H ^ sin2«...) 

4(1-^) V 2 ^3 ; 

- (^'-'•')[i]iz^ (t "^"'^ + ^' '"'''^ • • •) 

-4-^ (t^'»^ + ^' -20...)] 

+ — i cos^ + D. 6082-^... ^ sin^ — C^ sm2^... . 

r r 

Dass hier in q) die mit B, C, D behafteten Glieder unend- 
lich gross werden, wenn r = 0, kann kein Bedenken erregen, 
denn es bleibt r. tp endlich, und damit behalten auch die Ver* 
Schiebungen ^, rj überall endliche Werthe. 

Die Bestimmung der in diesen Ausdrücken vorkommendeo 
willkürlichen Constanten geschieht nun mit Hülfe der Grenzbe- 
dingungen, welche am Rande der Platte zu erfüllen sind. Ist 
die Platte vollkommen frei, und gegebenen auf den Rand wirkenden 
Zugkräften unterworfen, so sind diese Grei^zbedingungen die letz- 
ten beiden Gleichungen (105). Es ist nicht schwer, abgesebe» 
von einiger Rechnung , in diesen Gleichungen statt |, 17 die Ver- 
änderlichen Q, (p einzuführen , die Differentiation nach a, b durch 
Differentiation nach r, ^ zu ersetzen, die Kräfte U\ F' selbst nach 
Sinus und Cosinus der Vielfachen von ^, ähnlich wie oben /, Jf, 
zu entwickeln, und indem man die Coefficienten gleicher Sinus 
und Cosinus auf beiden Seiten jener Gleichungen vergleicht, die 
nöthigen Bedingungen zur Bestimmung der A, B, C, D zu erhalten. 

Ich werde die einfache Voraussetzung machen, die Platte 
sei mit ihrem Rande befestigt, so dass die Elemente des Randes 
nicht verschoben werden können. In diesem Fall geben die 
letzten Gleichungen (105) nur die Widerstandskräfte an, welche 
von der Befestigung zu leisten sind. Zur Bestimmung der 
Constanten aber hat man: 

1 = 0, ^ = 0, für r = i^, 

wenn R den Radius der Platte bezeichnet; oder, was dasselbe 
ist, (p = 0, ^ = 0. Und so kann man auf die Gleichungen (119) 
zurückgehen, und die p, q, p, q verschwinden lassen, was sofort 
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nfithigen Bedingungen aufs Einfachste ergiebt. Man erhält 
anach, wenn man durch einen daräbergesetzten Horlzontal- 
ch andeutet, dass in den betreffenden Functionen R an die 
lle ron r gesetzt werden soll: 

^0 — — JJ . ^ — ^ ^ 

^' - ^ 3=^ Ä^ ^*~ ^Öi). A - - --^^^IT- 

Durch diese Bestimmung ist die Lösung des Problems voll- 
Indig gegeben. 



75. Kleine Tersehiebungen einer kreisförmigen Platte senk- 
recht gegen ihre Ebene. 

Die Gleichung (107), welche zur Bestimmung der transver- 
en Verschiebungen einer Platte bei gleichförmiger Spannung 
•er Fläche führt, ist viel bequemer zu behandeln. Denken wir 
8 die Mittelfläche durch concentrische Kreise und durch Radien 
*legt, so erhält man ein Doppelsystem von Linien, in welchen 
le Linie des einen Systems jede Linie des andern senkrecht durch- 
meidet. Ferner entspricht jeder Linie des einen Systems (jedem 
dcentrischen Kreise) ein individueller Werlh von r, jeder des 
dern Systems (jedem Radius) ein individueller Werth von 9. 
id nun, wie hier, a, & die ursprünglichen rechtwinkligen 
ordinaten, r, & die einem solchen System entsprechenden neuen 
ränderUchen, so wird die in p. 118 (102) aufgestellte allge- 
jine Transformationsformel, welche für jede Function ^,,gilt: 



AB \dr\f^ A dr)^d^\r B d&Jf 



5o , S^_ 

i^ "^ db^ j/AB 

d zwar sind dabei A, B die Coefificienten der Formel 

ds* = Adr^ + B dd'^ 
rch welche das Quadrat eines beliebigen in der Fläche gezo- 
nen Linienelements sich mittels der Elemente dr, dd^ ausdrückt. 
Indess kann man im vorliegenden Fall sich immer ein kleines 
chtwinkliches Dreieck mit einer beliebig grossen und beliebig 
richteten Hypotenuse ds denken, dessen eine Kathete mit der 
chtuug des nach dem einen Ende von ds gezogenen Radius 
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r zusammenfällt. Die Länge dieser Kathete ist also die Distanz 
zweier durch die Endpunkte von ds gelegten concentrischen 
Kreise dr, indess die andre ein kleiner Kreissbogen r dd" wird. 
Somit hat man 

ds^ = dr"" + r* rf-ö-«, 

oder es folgt, wenn man dies mit dem obigien allgemeinen Aus- 
druck von ds^ vergleicht: 

A = l, B = r\ 

so dass die Transformationsformel übergeht in: 

dB. 



d'B_, S'B. 

.2 * 



da' 



db' 



rdr \ dr / 



dd» 



Dies auf die Gleichung (107) angewandt, giebt zunächst: 



(liya) • • • • g„. + 3^2 — 3p + ^ dr^ r* 






sodann aber 



d*t 



n 



da 



- + 2 —^-^— + 



db* 



b* ~~ da* W db*) ■*" db* \d<^ '*' dVJ 

~ dr*"^ r dl* r* dt* r'dr 

"*" dd* \y dr* r* dr'^ r'} "*" r* d»*' 
so dass jene Gleichung endlich folgende Gestalt annimmt: 

ar« "•" r ar' r* dr* "*" r' ar Ä» \dr* "^ r»r) 

d 



(120) 



"*" a«* Lr« dt* r» ar ■•" r* A» r^J "'' r* 






Eh* 



{" 



+ 



a« 



+ 



a* 



)• 



7)jf' dB" 

Ich stelle mir nun die Function C^ + -^ V -^ »ach Sinus 

(7a ob 

und Cosinus der Vielfachen von %^ entwickelt vor, so dass 
0^ + ^ 4- — — ===yg + y,coS'9'+y2Cos2'^... + y,siii^+/jSjn2^ 
wo die Grössen 



••• t 



— 3%1 — 



(120a) . 



n 



-hJi''^'^^ 



da 



Tb 



-) 



dQ^ 



2« 



/^ 



^ + 



a^ 



a« 



-TT-) cosid' dd- 
ob J 



In 







sin i'ö' dd" 



allein Functionen von r sind. Denkt man sich, um den allge- 
meinsten aus (120) entspringenden Ausdruck der gesucliten Func- 
tion ^ zu finden, diese in ähnlicher Weise in die Reihe ent- 
wickelt : . 

f = f^ + Si cos-ö- -f. ?, 00820- . . . + f ^ sinO -f- f, sina-O- . . . , 

wo auch ?(,, ti etc. nur noch von r abhängen sollen, so gehen 
beide Seiten der Gleichung (120) in analoge Entwicklungen über; 
und indem man die Coefficienten- gleicher Sinus und Cosinus ver- 
gleicht, erhält man zur Bestimmung der ti folgende Gleichung: 



(121). 



d% , 2 d% 1 ^f, . 1 dt, 12g(l+fi) fä'ti 



dr^ r dr^ r* 



dr 






V^ 



S + 



r ifr/ 

.,[2^'?, 2(/?, 4? 12£(l + ft) q 1^ 12(i-|x') 

Für ti erhält man ganz dieselbe Gleichung, nur dass y/ an 
die Stelle von y, tritt. 

Es hat keine Schwierigkeit, zu den allgemeinen Integralen 
dieser Gleichung zu gelangen, indem man zunächst den rechten 
Theil vernachlässigt, die Integrale in Reihenform aufsucht, und 
sodann die Berücksichtigung des rechten Theils mit Hülfe der 
Variation der Constanten ausführt. Indessen soll im Folgenden der 
Einfachheit wegen f = gesetzt werden, so dass in der Platte keine 
Spannung nach der Ebene ihrer Mittelfläche vorhanden ist. Man 
'^ann dann auf gleiche Weise ve^fchren, hat aber den Vortheil, dass 
"'«n keiner Reihenentwicklung bedarf. Ersetzen wir nämlich dann 
^'^ Gleichung (121) durch die Combination der beiden folgenden : 



(^22) . . . 



d^Sl l dSl 
dr* r dr 



t^Sl 12(1 — /*•) 



phs 



Eh 



y. 



d^ ^ 1 < t% 

dr* r dr 



— -^ = Sl 



2 



C! leb seh, Theorie elast. Körper. 
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aus welchen wirklich die Gleichung (121) (für € s= 0] hervorgeht, 
wenn man den Werth von 52 aus der zweiten in die erste ein- 
setzt. Vernachlässigt man nun zuerst das von y^ abhängige Glied, 
und nimmt t> 52 versuchsweise als Potenzen von r an, so findet 
sich leicht das vollständige Integral jener Gleichungen ausge- 
drückt durch; 

(123) ?< = ^< »•' + ^< '•'■^ + 7 + ^. 

WO Ai, Bi, Ci, Di willkürliche Constanten bedeuten. Will man 
nun in der ersten Gleichung (122) das von y^ abhängige Glied 
berücksichtigen, so muss man die A, B, C, D nach der Methode 
der Variation der Constanten als Functionen von r ansehen. Da 
man aber hiebei statt einer gesuchten Function t vier dergleichen 
eingeführt hat, so kann man noch drei beliebige Gleichungen 
zwischen diesen Grössen annehmen. Man wählt diese Gleichungen 
dann so, dass nicht nur i selbst, sondern auch seine drei ersten 

Dißerentialquotienten, d. h. neben — ^ auch Sl und — - genau 

«r «r 

dieselbe Form beibehalten, wie wenn die Grössen ^,^, C, D noch con- 
stant wären, indem man jedesmal bei der Bildung eines Dißerential- 
quotienten von f die von der Differentiation der A etc. herrührenden 
Terme zusammen verschwinden lässt: Dies giebt denn die Be- 
dingungen: 

dr ^ dr ^ r* dr ^ r«"* dr 

«•(!•+ 1) dC, (t-2)(.— 1) dD,^ 
"•" r*+* dr "*" r* dr ' 

und nachdem wir dies angenommen haben, bleibt von denGleichmi' 
gen (122) oder von der Gleichung (121) nichts übrig, als: 

(125).. i^^^y.=.-(f-l)(f-2)r'-» ^' +(.- + 2)(.-+ l).f ' 

_ ,•(«•+ !)(.-+ 2) dC, _ (t — 2)(l-l)l dD, 
r*+» dr r*+' dr ' 

Die vier Gleichungen (124). (125) genägen völlig, um zunächst 



(124) . 
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auf lineare Weise die Differentialquotienten der Ä etc., dann 
aber durch Integration diese selbst zu bestimmen. Die Behandlung 
des obigen Systems geschieht auf elegante Weise so, dass man 
durch passende Potenzen von r dividirt, sodann aber die erste 
Gleichung (124), mit passenden Zahlen multiplicirt von den an- 
dern abzieht, und auf diese Weise dem System zunächst die 
Form giebt: 

r*+» dr "*" r-+"* dr 
1 dCi f — 2 dD^ _ 



dr 


dB, 
dr 


dÄ 

i r*-» /• + («+2) r»-* 
dr ^ 


dB, 
dr 


dJ 

,tr-» "7' + (i+2)V-« 
dr ^ ' 


dB, 
dr 


dA 
dr 


dB, 
dr 



, ^dC, (1-2)^ dB, ^ 
«' rfC, (t— 2)» dB, 



.8 y<- 



^H-8 ^^ ^.+1 dr 

^ 12(1 - fi«) 

In diesen Gleichungen erscheinen als Unbekannte die Grössen 

dA, ^ J_ ^ _L ^» 

dr * dr * r*"^» dr ' r<+* c/r ' 

ihre Coefftcienten aber sind die aufeinanderfolgenden Potenzen 
von I, t + 2, — /, — I + 2. Es ist aus den Elementen der 
Algebra bekannt, dass die Auflösungen eines Systems von der Form: 

«1 a:, + flj ir, + «„ a?„ . . . = 
«1* ^1 + «2* ^2 + ^^»' ^« . . . = 



in der Formel: 

* ~" {a, — aj (a< — 0,) . . . [a, — « J 

enthalten sind; wo im Nenner nur der verschwindende Factor 
a, — a, auszulassen ist. Mit Anwendung dieser Formel erhält 
man aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe: 

.-, dA, 3 ( 1— fi«) 

dr 2.i(i—l) Eh''^' 

dr ~~ 2.i{i+l)Eh''^* 

21* 



aus welchen wirklich die &1 - i_ ^ 

wenn man den Werlh vr, ^^^ ' 

setzt. Vernachlässigt ro; ^ 

und nimmt t, Ä ven; fr '^ 

sich leicht das '^^^%% 

drückt durch; '^ t %^ 

f ^ % 
(123) * * *^ 

wo A^, Bi IVidr 

nun in -^ä' Jr-» "^ ^ 

r 

berfld' r 

der ' 3(iz:iO_ /• <^, 

^ 2,(. + i)£A» ^J^;'^ '"^ + ^■ 

iro denn die K, L, M, N wirkliche Constanten bedeuU 
diesen bestimmen zwei sich sogleich. Denn damit der \\ 
j* und seine in den Gleichungen (122) auftretenden Dif] 
quotienten und Verbindungen aus (123) durch Einführun 
Werlhe für r == in keiner Weise unendlich werden, mi 
Ni nothwendig verschwinden. Und setzt man nun de 
wegen : 



/rh-^-* ^ /A 



WO also Zf eine vollkommen gegebene Function ist, so ^ 
allgemeine Ausdruck von f<: 

(127) f, = z, + ^,r» Hr L.r'-^K 

Nur die Fälle f = und i = 1 erfordern noch i 
sondere Betrachtung. In diesen Fällen wird das Inlcj 
Gleichung (121) nicht mehr durch die Form (123) da; 
sondern man erhält: 

S^ = ^,r + ^,r' + - + D,r log r. 

r 



P Sysi 



■- ^v rffi„ 



't bloss die z, z, sonilerii auch 
verschmnden. Bezeichnen uir 
«Ulstricbe die Werthe der 
('ledingungeD also: 

'^ ' Werlhe von Kt. L, 



■t- SH^ 



r dr 

i ^ 

■ r - rfr 

2 rfC, 

r" dr 

6 dC, 

' r' rf;- ■ 






or ^d 
•liirch 



I» erhält hieraus: 



3(1- 


rt,.r'(l-(.jr) 




Eh* 


.1(1- 


c'W-H»«') 




£4' 


3(1 


-rtj'.^ 




£»■ 


3(1 


— (•■))'.'■ 



3(l-(.") 



>/(.- 



-logr)dr 



fc?*.H/05.. 






j, = j^, - 
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1 dC, _ 
r»+» dr ~ 

1 dPj _ 
und daraus durch Integration: 



3(l-ft^) 
2 . 1 (f + 1) üh^ 

2.t(f — 1) Uh'' 

R 



7i 



7i^ 



_ 3(1— f.^) A^ 



B, = — 



2i(i— 1) EW 

3(1-^^) 
2 i (i + 1) Eh^ 



R 



2 . (»• + 1) £Ä' 



r 
r 



+ K, 



+ i^. 



r»-^' rfr + ;»f, 



r 

/> 3 (1 fi^) r ,4., , , jy- 

^' — 2,(1-1) Eh' ^J^''"^ '''^ + ^»' 

wo denn die IT, L, M, N wirkliche Constanten bedeuten. Von 
diesen bestimmen zwei sich sogleich. Denn damit der Werth von 
? und seine in den Gleichungen (122) auftretenden DifTerential- 
quotienten und Verbindungen aus (123) durch Einführung dieser 
Werlhe für r = in keiner Weise unendlich werden, müssen 3f^, 
Ni nothwendig verschwinden. Und setzt man nun der Kürze 



wegen : 



R 



r r 

wo also Zi eine vollkommen gegebene Function ist, so wird der 
allgemeine Ausdruck von ^,: 

(127) t. = ^. + iSr.r» Hr Z, r'+«. 

Nur die Fälle 1 = und 1 = 1 erfordern noch eine be- 
sondere Betrachtung. In diesen Fällen wird das Integral der 
Gleichung (121) nicht mehr durch die Form (123) dargestellt, 
sondern man erhält: 

to = ^0 + ^0^ + (Co + Kr') logr 

t, = ^,r + ^,r» + ^ + D.rlogr, 
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An Stelle der Systeme (124), (125) treten dann die folgenden: 

^dC, 2 dD,^ 12(1 — ^^)^0 
r^ dr "^ r dr Eh^ 



dA, , . dB, ^ 1 dC, , , dB. ^ 

dr dr r dr dr 

rf^, , ^ , dB^ 1 rfC. , „ , , . dB. 

^ dB. ^ , 2 dC. ^ 1 dB. 

rf^_ 6<^__l dBi _ 12 (1 — (i^) y^ 
dr r* dr r* dr ~ eF ' 

man erhält hieraus: 

- ^^1 ' A=-K, — -^,- jY,r [i--logr)dr 



r 

R 



__ 3(l-ft^)yor(l+/ogr) . 3(1V) /* /ia.;««rWr 



r 

r 



== ^(^-^')yo^^ C^M +^^^^=^ryr^dr 

ü 
3 (1 - ^') y„ r n _ jv . 3(1 -ft») /' 





^ 3(l-ft')y ^^ ^ ^ j 3(l-fi') 



r 



"'^^'-^^P' 
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dC,^_ 3(1— ft«)y, 
dr 4 Eh" 



^--^^-'-^ßrUr 



"AT— kJ^'^' ^i — ^i mi—l7ydr. 



dr Eh" ' ' » Ef( 



f 



Auch hier müssen die Constanten M^, N^, M^, N^ gleich Null 
gesetzt werden, damit So» ?i und ihre Differentialquotienten für 
r = nicht unendlich gross seien. Und bezeichnet man analog 
mit (126) durch z^, z^ die Functionen: 



(128) 



«0 



r r 



r r 

so ergeben sich für f^, ?j die Werthe: 

to=Zo + K + hr' 
t,= z,+£:,r+L,r^, 

so dass, abgesehen von den Ausdrücken der Zq, z^, auch ^, S*! 
in der allgemeinen Formel (127) enthalten sind. 

Die Ausdrücke der ^ sind ebenso in der Formel 

enthalten; und die Werthe der z findet man aus den z, wenn 
man darin die y durch die / ersetzt. 

Es sind endlich noch, vermöge der Grenzbedingungen, 
die Constanten K, L zu bestimmen. Ich werde annehmen, die 
Platte sei mit ihrem Rande befestigt, und dergestalt einge- 
klemmt, dass ihre äussersten Elemente genöthigt werden, der ur- 
sprünglichen Ebene der Mittelfläche parallel zu bleiben. Alsdann 

hat man für r = Ä nicht bloss ? = 0, sondern auch r- gleich 

er 
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Null; und es müssen also nicht bloss die z, z, sondern auch 
deren erste Differentialquotienten verschwinden. Bezeichnen wir 
wieder durch übergesetzte Horizontalstriche die Werthe der 
Functionen für r =: R, so sind die Bedingungen also: 

^ + t Ä-* J^i + li+ 2) Ä'+* X, = 0, 
dr ^ 

und analog für die ^; woraus sich denn die Werthe von ir<, A 
in der Form: 

ergeben. 

Ganz ähnliche Werthe erhält man für die K\ L\ nur sind 
die z dann durch die z zu ersetzen; und so erhält man durch 
Einführung in i^ endlich den völlig bestimmten Ausdruck dieser 
Function : 

nebst einer analogen Formel für £*/. 

§ 76. Bieping einer am Bande eingespannten kreisförmigen 

Platte durch ein einzelnes Gewicht. 

Im Vorigen ist die Lösung der Aufgabe auf die Berechnung 
gewisser Integrale zurückgeführt, die in den Functionen z auf- 
treten, und welche von den auf das Innere wirkenden Kräften 
abhängig sind. Ich werde nun insbesondere den Fall einer ho- 
rizontalen Platte behandeln, welche an einer einzelnen Stelle 
durch ein Gewicht belastet ist. Diese Aufgabe kann man mit 
grosser Annäherung so behandeln, als wäre an Stelle des Ge- 
wichts eine auf das Innere des betreffenden Elementes wirkende 
Kraft gegeben, deren Wirkungskreis nur auf einen sehr kleineu 
Raum beschränkt ist. Uebrigens ist der Fall, wo mehrere Ge- 
wichte an verschiedenen Punkten angebracht sind, ganz ebenso 
zu behandeln; die dann entstehenden Verschiebungen sind nichts 
anderes, als die Summe derjenigen, welche von den einzelnen 
Gewichten herrühren würden. 
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Sei also ein einziges Gewicht vorhanden; denken wir uns 
statt dessen eine sehr grosse Kraft C, welche auf ein Element 
der Platte, entsprechend dem Element dq der Mittelfläche, wirkt, 
und zwar so, dass Cdq sich einer endlichen Grenze P, dem gegebe« 
nen Gewichte, nähert ; so aber dass ausserhalb dieses Elementes C 
den Werth Null besitzt. Die Kräftepaare Ä\ Bf' verschwinden. 

' Das Element dq kann man sich nun darstellen als ein klei- 
nes Rechteck rdd^ . rfr, welches zwischen zwei sehr nahen concen- 
trischen Kreisen und zwei sehr nahen Radien eingeschlossen wird. 
Bemerken wir, dass in den Functionen z überall Integrale der 
Form 



fvi ■ f W 



rdr 
vorkommen, und dass die y selbst von der Form 

C\ F{%) dB' 



f< 



sind, dass also die ersteren Integrale in der That Doppelinte- 
grale von der Form 

f fc. F{&).f(r)r(frdd- 

sind, ausgedehnt über gewisse Theile der Mitteifläcbe. Da nun 
C' nur an der Stelle des Gewichts P, weiche durch die Polar- 
coordinaten r^, ^^ bezeichnet sein mag, von Null verschieden ist, 
und dort C'.rdr.dd" in den endlichen Werth P übergeht, so 
sieht man, dass jenes Doppelintegral den Werth 

oder P.F{^,)f{r), 

annimmt, jenacbdem der Punkt d'^, r^* innerhalb oder ausserhalb 
des Intervalls liegt, auf welches die Integration sich bezieht. 
Inzwischen geht die Integration nach d- immer von bis 2;r, 
über den ganzen Umfaug eines concentrischen Ringes ; die In- 
tegration nach r hingegen entweder von bis r oder von r bis B. 
Es ist also der Werth jenes Integrals, wenn die Grenzen nach r 
und r sind, oder jP. jP('^o) /"(r,,), jenacbdem r kleiner oder 
grösser als r^; und umgekehrt verhält es sich, wenn die Integra- 
tionsgrenzen r und R sind. 

Die Function, welche soeben allgemein durch ^('9') bezeich- 
net wurde, ist nach (120) für 
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^0 • • • 


1 

2?!; 


yi • • • 


cos id" 


V. . . . 


sin id" 



n 

1 wenn man dies berücksichtigt, so ergeben die Formein (126), 
8) für die Functionen z folgende Ausdrücke: 

r < r^: 



^^ = ^^Ei^ (,rr„logr,+ -jcos^, 



r>r'. 



(f=4v"' - ?Tw) "^ '*^° 



3(1 — ft')P , , , 

3(1 —(i^)P (r^ ^ , \ . 

3(l-ft')i> / rp^ ^0^' \,,,.^. 

ie Werthe der z^ ergeben sicli aus diesen, wenn man cos «Ö-q, 
)s i^Q durch sin -Ö-q, sin i^,, ersetzt. 

Es ist hienach leicht, die vollständigen Ausdrücke der i^ zu 
itwickeln, und demnach i selbst zu flnden. Mittels einiger 
echnung, welche ohne alle Schwierigkeiten verläuft, finden sich 
»Igende Resultate: 

?=Zo + Z, cos(^-^o) + 22Cos2(^-^,) + ..., 
o für r < r^: 

. = ^J^l ^ [['•'(1 + log r,) - r„' (1 - log r,)] 

+ ^* (sä log Ä + ^^') - (Ä« + O log ä] 
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+i^;^.(äV^..,„,.)] 



2/P 

_ 3(1— fi*)i> r r< r<^ 

'~ %xnEh^ L(i-l)ro*-* («+l)ro* 



+ 



2Ä'+* 






für r >• Tq: 



-(Ä« + V)logÄ] 

^ 3(i-/t«)p r r,* r;-^' 

' 2iVi;Jg:Ä' L(i — l)r'-« (i+l)r* 

"*" 2Ä^» \i+\ Ä^* 1 — 1 Ä-V 

(1 + 2) /?*-!>* / r,^^ rl_\\ 

"*" 2R^ \(«+l)Ä' (i— 1)Ä*-VJ 

Ent^lckelungen, welche für r = Tq, wie es sein muss, in eine 
einzige zusammenfallen. 

Auf so verwickelte Formen führt ein Problem, dessen ana- 
loges, bei Stäben, mit Recht unter die elementarsten gezählt 
wird. Und selbst dann nur gelang es, wenn die 'Peripherie der 
Scheibe kreisförmig vorausgesetzt wurde. Inzwischen muss auf 
die Wichtigkeit des Problems auch für Anwendungen hingewiesen 
werden, so wie auf die Methode, mit deren Hülfe es vielleicht 
auch für andere Formen gelingt, die Lösung des Problems her- 
zustellen. 
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Die obigen Formeln vereinfachen sicli wesentlich, wenn der 
stete Punkt in den Mittelpunkt der Scheibe ruckt. Denn 
ainn ist r^^ == 0, und man bedarf nur eines Systems von 
nein, da r niemals kleiner als r„ werden kann. Man erhält 
diesen Fall, indem alle andern Z verschwinden, und nur Z^ 
n Werth behält : 

An Ehr ^ r ' 

daraus für r = die Senkung, welche die belastete Stelle 

3(1 — fi*)/>Ä* 



f = 



AnEh^ 



»ortional der Belastung, proportional der Fläche der Scheibe, 
umgekehrt proportional dem Cubus ihrer Dicke. 

§ 77. Bewegnngeih 

Mit Hülfe des d'Alembertschen Princips kann man aus den 
I aufgestellten allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen sofort 
Bewegungen der Scheibe die entsprechenden Gleichungen 
eilen. Hiezu ist weiter nichts erforderlich, als dass man zu 
Kräften, welche auf das Innere wirken, diejenigen hinzufügt, 
he geeignet wären, die eintretenden Beschleunigungen aufzu- 
n. 

Sind also x, y, z die Coordinaten des Elements da db dz, 
ist ferner G das Gewicht die Volumeneinheit, so hat man in 
n solchen Element die Kräfte 

G 9x G aV c a*^' 

r-=- da db dz, — ^ da db dz, r-?- da db dz 

g dt* ' g de g dl* 

izufügen. An Stelle der in die Gleichungen (92) eingehenden 
sen 

A' = JA dz, B' = JBdz, C = j C dz 

A"= JAzdz, ff'= JBzdz, C" = jczdz 
man also jetzt folgende treten zu lassen : 
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""--gj^'"' "^--^JW'' "^-jJj^-" 

'^-iJw''''' ^-jj-e?'"'' "--jJW'' 

die Integrale immer über die ganze Dicke der Platte ausgedohnl, 

h h 

d. h. von 2 = — - — bis z ::= H . Nun hat das betrachtete 

2 2 

Element, wenn |, ly, ? die Coordinaten des ihm entsprechenden 
Punkts der Mittelüäche nach der Verschiebung bedeuten, nach (56) 
{x= y = gesetzt und mit Vernachlässigung von Grössen höhe- 
rer Ordnung) die Coordinaten: 

y' = fl + ßz 

Es nehmen also sofort die oben aufgestellten sechs Aus- 
drucke folgende Werthe an: 

g de' g dl'* g de 

^ ~ 12^ de ' 12^ de ' VZg de ' 

und indem man diese Ausdrücke an Stelle von Y, B' etc. in die 
Gleichungen (92) einführt, erhält man die allgemeinsten Bewe- 
gungsgleichungen der Platte. 

Ich werde im Folgenden nur die kleinen Bewegungen ge- 
nauer betrachten, welche eine Platte, bei kleinen Ausweichungen 
aus ihrer Gleichgewichtslage , senkrecht gegen ihre Ebene aus- 
führt. Dabei kann man voraussetzen , dass auf das Innere der 
Platte keine zur Platte senkrechten Kräfte wirken. Denn nach 
den Betrachtungen des §.14 sind die Schwingungen eines Kör- 
pers um irgend welche Gleichgewichtslage, die derselbe in Folge 
äusserer Kräfte angenommen, genau dieselben wie die Schwin- 
gungen um seine natürliche Gleichgewichtslage. Hiebei ist nur 
vorausgesetzt, dass die Bewegungsgleichungen, sowie die ent- 
sprechenden des Gleichgewichts für die kleinen Verschiebungen 
linear seien. Dies trifft nun für die Gleichungen (105) zu, von de- 
nen die Schwingungen und Verschiebungen der Platte in ihrer 
eigenen Ebene abhängen; ebenso auch noch für die Gleichungen 
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(106), von denen die zur Platte senkrechten Schwingungen ab- 
hängen, wenn man dabei allein die Grösse ^ ins Auge fasst. 
Aber nicht mehr gleichgültig werden für die letztern Bewegun- 
gen die Verschiebungen, welche die Platte in ihrer Ebene an- 
nimmt; da diese Verschiebungen in den Gleichungen der trans- 
versalen Schwingungen selbst als Coeüßcienten auftreten. Die 
Schwingungen andern sich also, welche bei Verschiebungen in 
Richtung der Platte andere werden ; sie ändern sich z. ß. wenn 
der ganzen Platte eine gewisse Spannung mitgetheilt wird, wie 
dies in der Gleichung (107) angenommen wurde. 

Und indem ich diese Transversalbewegungen allein im Auge 
4)ehalte, werde ich zwei Fälle insbesondere behandeln. Der eine 
derselben ist derjenige, wo die Platte ganz frei sich selbst über- 
lassen ist; ein Fall, welcher sowohl in seiner physicalischen Ge- 
staltung als in seiner mathematischen Behandlung seit langer Zeit 
die Aufmerksamkeit auf sich gezogen hat. Denn indem sich in 
einer solchen Platte, bei vollkommen rein angegebenen Tönen, 
gewisse Linien , Knotenlinien , bilden , welche an der Bewegung 
nicht theilnehmen, in ähnlicher Weise \>ie die Knotenpunkte ei- 
ner schwingenden Saite, so entsteht der bekannte pbysicalische 
Versuch , nach welchem aufgestreuter Sand , in diesen Knoten- 
linien sich anhäufend, eigenthümliche Curven, Klangfiguren , bil- 
det. Allerdings ist es nur bei kreisförmigen Scheiben , durch 
KirchholT, bisher gelungen, diese Linien zu bestimmen; welcher 
Fall denn auch unten allein ausgeführt werden soll. 

Der zweite Fall, welchen man gewöhnlich aus der Theorie 
der biegsamen Körper ableitet*, ist der einer stark gespannten 
Membrane, welche, mit ilu*em Rande befestigt, unter dem Ein- 
fluss der Elasticität und der ihr mitgetheilten Spannung kleine 
Schwingungen ausführt. Auch hier werde ich die Begrenzung 
kreisförmig annehmen. Man erhält durch diese Betrachtung 
Resultate, welche von den in der Theorie der biegsamen Kör- 
per entwickelten in derselben Art abweichen, wie oben bei 
schwingenden Saiten eine Abweichung von der einfachen Tonfolge 
angezeigt wurde. 
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§. 78. Elangfigaren einer /kreisfönnigen freien Platte. 

Die Theorie der Klangfiguren einer dünnen kreisförmigen 
Scheibe knüpft sich aufs leichteste an die Betrachtungen des 
§75 an, und zwar an die Gleichung (120) , welche die allgemeine 
Bedingungsgleichung für transversale Verschiebungen bereits in 
Polarcoordinaten ausgedrückt zeigt. 

Kehren wir für den Augenblick zu den Gleichungen (106), 
(107) zurück. Bei eintretenden Bewegungen hat man in densel- 
ben statt d, Ä\ B" zu setzen: 

^ _ CA ^ ,, _ GÄ» a^ R- _ ^ ^ 

g dt'' 12g dr I2gdt*'' • 

und da nach den §§ 72, 73 bei kleinen Verschiebungen 

"* da 

^ =-?. = - gj. 
so gehen diese Ausdrücke über in: 

g d^' I2g dadf I2gdbdf' 

Die beiden Combinationen dieser Grössen, welche in den 
Gleichungen (106), (107) allein vorkommen, werden demnach: 

"^ da "^ db g d^r 12 Vaa' "*" a6v r 



A cosp + B sin ü TTs ( ;;- I • 

^ ^ ^ \2g a/« \dn) 



Im vorliegenden Falle sollen nun äussere Kräfte weder auf 
das Innere noch auf den Band der Scheibe wirken; auch eine 
Spannung soll der Scheibe nicht mitgetheilt sein, so dass Ver- 
schiebungen g, ri nicht existiren. Demnach gehen die Gleichun- 
gen (106), (107) im gegenwärtigen Falle in folgende über: 

n , , yg n _ 12 ( 1 — |tt^) G a« r y m mi 

da^ "^ da'dl^ "^ db' "" EH'g df L^ 12 Va«« "^ afrV J' 

welche in allen Punkten der Scheibe zu erfüllen ist, nebst den 
Grenzbedingungen : 



- 335 — 







+ ^Uf,+ 



■^ an W ^67 ~ Eg dn \dc)' 

In diesen Gleichungen könnte man überall die mit A* mul- 
^iplicirten Terme vernachlässigen, wenn dieselben nicht gerade 
die höchsten Differentialquotienten enthielten. Da es geschehen 
kann und wirklich eintritt, dass unter Umständen jene Differen- 
tiationen sehr grosse Factoren mit sich führen, so ist es, um 
die Anwendbarkeit der Resultate nicht zu beschränken , nothwen- 
dig, diese Terme beizubehalten. 

Im Fall der kreisförmigen Scheibe sind nun Polarcoordina- 
ten r, '9- einzuführen; die Grenzbedingungen sind zu erfüllen für 
r = Ä; die Elemente dr, ds von Normale und Bogen der Rand- 
curve gehen in dr und Bdd' über. 

Es ist sehr leicht, auch alles Uebrige in die Form überzu- 
führen, in welcher nach den Polarcoordinaten differenzirt wird. 
Schon in § 75 (119*) fand sich: 

da* ■*" db* dr' '^ r dr "^ r* dd^ ' 
und da ferner, nach p. 309, (108) ganz allgemein 

aÄ aÄ ^ aÄ . ^ aß aß ^ , aß . ^ 

_=^_cos^- — sm^, _=_cos^ + -s.n^, 

dSl dSl . ^ , d^ ^ dSl dSl , ^.dSl ^ 
-— =-5- sm «Ö- + -^^ cos ^, —-='—— sin ^ + -^ cos d', 
db dr rdO' rd^ da db 

so hat man: 

g= S cos»* + 2 |L sin * cos * + g sin'* 

+ (_|sln* + |cos*)gcos* + ^*si„*) 

a^ 

oder da der letzte Factor, der gleich ~ ist, verschwindet: 
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Ebenso wird 









dadb 



(cos''©' — sin'^). 



Nimmt man noch die Gleichungen p. 320 liinzu, so sind 
sämmtliche in obigen Gleichungen auftretenden Combinationen 
bereits ausgedrückt, imd durch Einführung derselben gehen jene 
in die Form über: 

in jedem Punkte: 

d*i . 2 a>f 1 



(129). 






+. 



dd* 



\t* dr' r" dr^ r*) 



'*'r* de* 



a* der 12 \8r' "^ r dr"^ r* dd^ß ' 



am Rande : 



dr' 



+ 



\r dr 




+ 



dj 
dr 

1 dt 



d^ (l 



dl\ ^ /: 

dr) a^* \ 






dr 



3 — ft 



n 



% 



) 



12a*a^ar 



wobei der Kürze wegen 



a' 



EgU 



12C(i— |[i«) 

gesetzt worden ist. 

Untersuchen wir nun die verschiedenen Arten von Schwin- 
gungen, welche in der Platte auftreten können. Nach den all- 
gemeinen Principien, welche in § 19 dargestellt sind, kann man 
jeden einzelneu Ton , welcher in der Platte auftritt, in der Weise 
ausdrucken, dass man t gleich einer Function der Coordinaten 
setzt, multiplicirt mit cos %i oder sin Y.i\ die Grösse % hängt 
dann von einer transscendenten Gleichung ah, deren Wurzeln die 
verschiedenen dem Körper entsprechenden Töne angeben. In- 
dess zeigt schon eine oberflächliche Betrachtung der Gleichungen 
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I]» ''dass ufan jene Function der Coordinaten in der Weise 
i Sinus und Cosinus der Vielfachen von d' geordnet darstellen 
3, dass jeder Coefficieut der Entwicklung, nur von r abhängig, 
unabhängig von allen andern bestimmt. Mit andern Worten, 
: kann die Function ^ in der Form darstellen: 

t=^ 21 £ [/^ cos m-^ cos x^„ / + B^^ sin m%^ cos x^^ t 
+ ^mnCOsm-^ sinx„„/ + D^^sinm-^ sinx^^/], 

m alle ganze Zahlen von bis oo bedeuten kann, und wo 
Grössen x^ die Wurzeln der schon erwähnten, weiterhin auf- 
eilenden transscendenten Gleichung sind. Die A, B, C, D sind 

Functionen von r; auch* sieht man sofort, dass sowohl die 
emeine Gleichung, wie die Randgleichungen (129) für alle 
e Functionen bei gleichem Indexpaar dieselbe Form annehmen, 
i kann daraus schliessen , dass A^^ , B^ , C^^ , 2>^^ sämmtlich 
ch derselben Function von r sind;:;iiur multiplicirt mit ver- 
edenen willkürlichen Constanten, oder dass 

^. I ? = 2:2: Ä„. [of„^ cos md' cos x^^ t + ß^ sin md' cos x^^ / 
1 + ymn cos m& sin x^^ i + ö„^ sin m^ sin x«„ /] , 

H^^ eine Function von r bezeichnet, die a, ß, y, S aber 
:ürllche Constanten sind. 

Für B„^ erhält man nun zunächst aus der ersten Gleichung 
) die allgemeine Gleichung: 

d*B^ 2 ^B^ _ l + 2m' d^B^ l+2m' dB^ 
dr^ "^ r dr^ r* dr« "^ r« dr 



) 



*mtk 






— a* L "•" 12\ rfr' "•" rdr r' /J 

den andern Gleichungen (129) aber die Grenzbedingungen 
r = Ä: 



)\ 



dr V dr» "^ r dr 7 V r« dr r» "•" ^ 



A'«m»' dÄ„„ 



12 «< dr 

lebte b, Tbcori« «last. Körper. 22 
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Der ersten Gleichung gemäss findet man leicht Ausdrücke für 
B^^ , wenn man dieselben sich nach aufsteigenden Potenzen von r 
entwickelt denkt, von einer beliebigen beginnend; also wenn 
man versuchsweise setzt: 

Kn = er' + c, H+* + c, r*-H , 

Dass in dieser Reihe nur von zwei zu zwei fortschreitende 
Potenzen von r angesetzt sind, wird durch den Erfolg gerecht- 
fertigt. Denn führt man diese Reihe in die Gleichung (131) ein, 
und setzt sodann die Coeflßcienten gleich hoher Potenzen von r 
auf beiden Seiten einander gleich, so erhält man die folgende 
Reihe von Gleichungen: 

{i—rn^) [(i — 2)2 — m«]c=0 

[(,• + 2)2_^«] (,-_m')c,= - ^^' (t^-m^) c 

[ii+^f-m^-] [(i+4)^^m2].3=-^' [(t + 4)«-m^c, + ^'c, 



Die erste von diesen Gleichungen giebt diejenigen Wertlie von 
, welch 
deren vier: 



t an, welche für die Reihenentwicklung zulässig sind. Es sind 



t =:= m, — m, m + 2, — m + 2; 

doch bemerke ich, dass es nur nöthig ist, die Werth^ i=w, 
I = — m zu betrachten, indem die Anwendung der andern 
Werthe nur auf Reihenentwicklungen führen, welche durch blosse 
Combination der aus den erstem Werthen entspringenden abzu- 
leiten sind. 

Die Werthe i = w, i= — m haben näTmlich die bemerkens- 
werthe Eigenschaft, dass für sie nicht blos die erste, sondern 
auch die zweite der vorliegenden Gleichungen identisch erfüllt 
ist. Demnach bleibt nicht blos die Constante c, sondern auch 
r, willkürlich, während die übrigen Constanten successive durch 
diese sich ausdrücken lassen. Man erhält also auf diese Weise 
sowohl für i=tn, als für t=: — m Integrale mit zwei willkör- 
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liehen Constanten, und demnach durch ihre Combination die all- 
gemeinste Lösung, deren die Gleichung (131) fähig ist. 

Aber auch der Werth i = — m ist nicht zu untersuchen. 
Denn für i = — m enthält die Reihe negative Potenzen und ist 
also nicht anwendbar, wo, wie hier, der betrachtete Körper den 
Punkt r = enthält. 

Eine besondre Bemerkung erheischen die Falle m = 0, 
m = 1, wo von den vier Werthen m, — m, m + 2, — iw + 2 zwei 
einander gleich werden. In solchem Fall nämlich stellen aller- 
dings die auf dem eingeschlagenen Wege erhaltenen Integrale, 
deren einige zusammenfallen, nicht mehr alle Integrale der be- 
trachteten Differentialgleichung dar. Aber die Integrale, welche 
man weiter gewinnen kann, enthalten log r, was für r = 
unendlich wird , und sind deswegen ebenfalls hier nicht brauchbar. 

Setzt man nun in die obigen Gleichungen den Werth i = m 
ein, so gehen dieselben in folgendes System zur Bestimmung der 
c über : i 

= 16.1.2 (m+l) («+2) c,+ ^^"'+y-'^' C. - 

= 16.2.3(». + 2)(m+3) c, + '^^""^3^"" - c, ~ 
0= 16.3.4(m+3)(m+4) e, + -^-TJ^"=_ c, - 



^mn 


c 


a* 




<^i 


^mn 


<•«• 


a* 



Alle diese Gleichungen reduciren sich, wenn man 

^' ~ l72.. I (m +\) (m+2)..(m+'f) 
setzt, auf die eine Gleichung, welche zur Bestimmung von p dient: 

und da diese quadratische Gleichung 

„ K^ . 7/ *J . hJ^' 

^ ~ 96 a* — f 16 rt« "^ \fl6 aV ' 

also zwei Wertlie für p ergiebt, so kann man r, aus zwei Glie- 
dern der angenoninieaen Form zusammensetzen , in deren jedem 

22* 



— 340 — 

für p eine Wurzel dieser Gleichung gesetzt ist. Oder man bat, 
^enn 

. _ ?-!^' 4. t/^ZTT^SV 

^"•* ~ 96 a* "^ f 16a* "^ \ 96a* / 

gesetzt wird, so dass g^ stets eine positive Zahl, p^^ stets eine ne- 
gative bedeutet, für c, den allgemeinsten Ausdruck mit zwei 
willkürlichen Constanten A, B: 

*"~^ ^ '1.2...i(m+l)(m+2)... (m+i)' 

Und es ist demnach der allgemeinste hier anwendbare Werth 
von R^^ : 

(133) . i?«„ = ^^„ q>^ (r }/^^ + ^^ 9« (r ^^), 

wobei 9^ (.t) die Reihe bezeichnet: 

(134) y, W = .- (1 - ^+ ^^^^^";^^^_^^^ -...)■ 

Dieser Ausdruck ist nun in die Bedingungsgleichungen (132) 
einzuführen. Die erste derselben gilt dann, wenn die obern 
Striche Differentialquotienten bedeuten: 

und man kann daher setzen: 

Bildet man endlich die zweite jener Bedingungsgleichungen, 
und ersetzt die J, B darin durch die oben gefundenen Werthe, 
so erhält man die Gleichung: 
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[i»»yP», <Pm"'{ii VPnJ + J fmitiVPmn] 



+ (^ -^^^y^<(^/p■:::)+^9'«(^M• 
•[^.»9>«"(Ä/^.) +^>»(ä/^)-$9'«(ä/?:;::)] 



+ 



C^*-^— y^<(^'^>+ '^^'P'^i^y^)]' 

in welcher ausser der in p^^, q^^ enthaltenen Grösse x«^ nichts mehr 
jnbekannt ist. Dies also ist die transcendente Gleichung für %„^, 
deren Wurzeln die verschiedenen möglichen Einzelschwingungen 
mgeben. 

Ich bemerke, dass nur scheinbar in dieser Gleichung Quadrat- 
wurzeln aus p^^, q^^ vorkommen. In der That übersieht man 
sofort, dass der Natur der Function q>^ gemäss die ganze 

Gleichung durch }/p^^ • }/q„^n theilbar ist, und dass der Rest, 
der wesentliche Theil der Gleichung, dann p^^, q^^ nur in ratio- 
naler Form enthält. Noch mehr, die in p„,, q„^ selbst auftre- 
tende Quadratwurzel kommt nur als gemeinschaftlicher Factor 
mr; denn da offenbar die Gleichung identisch erfüllt ist, wenn 
ö^ = q^^ gesetzt wird, so muss die entwickelte Form derselben 
'»m — Ö'mn» ^' h. cbcn jcuc Quadratwurzel als Factor enthalten, 
illes übrige muss dann von jener Wurzel befreit sein; denn 
1er linke Theil der Gleichung ändert sein Zeichen, wenn man 
9„„ mit q^^ vertauscht, d.h. das Zeichen der Quadratwurzel wechselt. 
3a nun dasselbe mit dem ausgeschiedenen Factor geschieht, so 
nuss der Rest bei dieser Vertauschung ungeändert bleiben', d. h. 
n* muss rational sein. Die ausgerechnete Form der obigen 
Gleichung enthält also nur, in rationaler Form, gerade Potenzen 
ron %^^. Dass die so gebildete Gleichung nur reelle und positive 
üVurzeln, also auch nur reelle Werthe der «,„„ selbst ergiebt, wird 
«reiter unten bewiesen werden. 

Wenn man sämmtliche Wurzeln dieser transscendenten Glei- 
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chung kennt, so sind auch die Functionen R vollständig gegeben, 
und demnach t bis auf die willkürlichen Constanten a, ß, y, 6 
bestimmt. Diese letztern finden ihre Bestimmung durch den An- 
fangszustand , w ovon weiter unten die Rede sein w ird ; der ganze 
Charakter des Problems aber wird durch die ihnen jedesmal zu- 
kommenden Werthe nicht modificirt. 

Kehren wir zu den Einzelschwingimgen zurück. In der 

transscendenten Gleichung konnte man -^ als die Unbekannten 

betrachten. Sei T^^^ t„j* ... die Reihe der Werthe, welche diese 
Grösse in Folge dessen aniiimmt. Die Zahlen t hängen nur noch 
von h und R, also von den Dimensionen der Platte ab, und von 
der Elasticitätsconstanteu fi. Für kleinere Wurzeln kann man 
selbst die mit A' multiplicirten Glieder vernachlässigen ; die Grössen 
r werden dann mit R^ umgekehrt proportional. Dies ist die 
Form, in welcher Kirchhoff jene Gleichung aufgestellt hat; doch 
können für sehr grosse Wurzeln die mit ä* multiplicirten Glieder, 
die zugleich auch immer mit z^ muUiplicirt sind, einen wesent- 
lichen Einfluss gewinnen. 

Die Schwingungszahlen der Töne, welche die Scheibe anzu- 
geben im Stande ist, sind die verschiedenen Werthe der Zahl 

X. 



'mn 



2n 



oder es sind die Grössen 



«*^m| «'^«.2 



2n ' 2% 

Die Verhältnisse dieser Schwingungszahlen hängen dem obigen 
nach ausser von m nur von der Zahl ^ und den Dimensionen ab, ja 
für die tieferen Töne fast nur von jit ; und so zeigt also jede Platte 
bei welcher diese Constante den nämlichen Werth bewahrt, nahe- 
zu dieselbe Tonreihe mit verschiedener Höhe des Grundtons. 
Dieser selbst aber ist gegeben durch die Schvfingungszahl 



a* r„. T«. h j/Eg 



ml "ml 



27C 27C ' j/l2[l—ii^)G 

eine Zahl, welche der Dicke der Scheibe und der Quadratwur- 
zel des Elasticitätsmoduls direkt proportional ist, so dass mit 
beiden die Höhe des Grundtons zunimmt; aber mit dem Quadrat 
des Radius (wegen t„,) umgekehrt proportional, und ebenso mit 
der Quadratwurzel des specifischen Gewichts, so dass bei grösserm 
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Durchmesser und grösserni specifischen Gewicht tiefere Töne 
erscheinen. 

Aber es ist keine einfache Tonreihe, welche auf diese 
Weise in der Scheibe hervorgebracht werden kann, sondern es 
giebt deren unendlich viele , entsprechend den verschiedenen 
Werthen der Zahl m, welche man in die transscendente Gleichung 
einführen kann. Diese verschiedenen Tonreihen unterscheiden 
sich von einander in ganz ähnlicher Weise wie die verschiedenen 
Töne einer Saite, durch die verschiedene Lage der Punkte in 
der Scheibe, welche für einen bestimmten Ton an der Bewegung 
nicht Theil nehmen, die Knotenlinien des Tons. Die Einzelbc- 
wegungen wurden dargestellt durch eine Gleichung von der Form : 

f = C R^n • cos md . cos x„ i. 

Sucht man also diejenigen Punkte, welche bei der diesem 
Tone entsprechenden Bewegung in Ruhe bleiben , so hat man nur: 

jR^n . cosm-^ = 

zu setzen. Es ist also entweder 

cosmd = 0, oder i?^„ = o. 

Die erste Gleichung führt auf gewisse Werthe von 9, welche 
durch die Reihe 

7C 37C OTT {2m 1) TT 

2m' 2m* 2m 2m 

gegeben sind; also auf m verschiedene Radien, welche gleiche 
Winkel ^^^^n einander bilden. So theilt sich also für diese Be- 
wegungen die Scheibe fächerartig in m Theile, deren jeder für 
sich schwingt. Und diese Knotenlinien sind allen Wurzeln der 
entsprechenden transscendenten Gleichung gemeinsam; sie bilden 
das unterscheidende Merkmal für. jede der unendlich vielen Ton- 
reihen, von welchen oben die Rede war. Auch ändert sich dies 
Resultat nicht, wenn man in dem Ausdruck der Einzelschwingung 
sin m%^ statt cos md- einführt. 

Ausser diesen, den sämmtlichen Tönen einer Reihe gemein- 
samen Knotenlinien existirt nun noch eine zweite Art, welche für 
jeden Ton jeder Reihe eine andere ist. Dies sind concentrische 
Kreise, deren Radien aus der Gleichung 

zu berechnen sind; und welche also sowohl von m als von der 
speciellen Wurzel x„„ der transscendenten Gleichung abhängen. 
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§ 79. Schwingungen einer kreisförmigen gespannten 

Membrane. 

Die . Schwingungen einer gespannten Membrane unterscheiden 
sich von den soeben betrachteten zunächst dadurch, dass in der 
aUgemeinen Bewegungsgleichung, welche aus der Gleichgewichts- 
gleichung (107) abgeleitet wurde, auch diejenigeii Terme beizu- 
behalten sind, welche von der Spannung abhängen. Ist dieser, 
so war in der Gleichung (107), p. 308 der Term 



12(1— |ti»)r- /a«t 



einzufuhren. Setzt man also 






+ 






) 



Eh' 



und erwägt, dass nach Einführung der Polarcoordinaten: 

a^a^_a^ia?j. n 
a«* "^ a6* ^ dr^ ^ r dr^ 7^ a^^ 

gefunden wurde (p. 335), so tritt an Stelle der Gleichung (107) 
hier die folgende: 



Y?^ . 2 a*! 



(136) 



r dr 



_ 2 n . 



r« dr) 



a^ 



^ a^ Lr* dr^ r" dr'^ r*J "*" r* dl 
6* \dr^ "^ r ar "^ r* aW 

~ a' La«' 12 a<' \ar« "*" r ar "^ r» aWJ* 

Aber auch die Grenzbedingungen ändern sich gleichzeitig. 
Denn der Rand der Platte ist jetzt nicht mehr frei, sondern den- 
jenigen Kräften ausgesetzt, welche zur Befestigung nothwendig 
sind; nicht Drehungsmomenten, da wir nicht eine unveränder- 
liche Richtung der letzten Elemente der Mittelfläche annehmen, 
wohl aber Zugkräften senkrecht zur Mittelfläche. Von den in p. 307, 
(106) aufgestellten Grenzbedingungen giebt daher die letzte nur 
diese Kräfte an, und ist ferner nicht zu berücksichtigen. Die 
erste hingegen giebt, da ü'\ F" verschwinden müssen, eineBc- 
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dingung, dieselbe, welche schon in p. 336 transformirt wurde, und 
dort die Form annahm (129): 

(137) . . . . . . - + ^ (^- - + -3 _j = 0. 

Zu dieser tritt dann als zweite Bedingung diejenige ein, 
welche das Festhalten des Randes ausdrückt, dass nämlich am 
Rande überall 

(138) t = o. 

Betrachtet man nun die Gleichungen (136) — (138) genauer, 
so ergiebt sich ohne Weiteres, dass auch hier der Gesammtzu- 
stand der schwingenden Membrane, wie im vorigen § der Zu- 
stand der Platte, durch den Ausdruck 

t=^^^mn (««« COSm^COSJC^^t + ß^^ Sin m^ COS x^^/ 

+ ym« cos m^ sin x^^ + 6^^ sintnd' sinac««/) 

dargestellt wird, wo die ce, ß, y, 6 wieder Constante sind, die 
Function JR^ aber eine veränderte Bedeutung annimmt. In der 
That ergeben sich durch Einführung dieses Ausdrucks für R^^ ver- 
trägliche und genügende Gleichungen; man erhält aus (136) die 
für jeden Werth von r zu erfüllende Gleichung: 



(139) 



dr* "^ r dr* r* dr "^ t^ dr 

-»- ^4 '»-» b*\ dt* "^ r dr t* "^ ) 

— !^* Fä _ l.(^^ + 1 £^ _ 'ü!^M. 

~ a' L "" 12\ dr* "^ r dr t* /J* 

aus (137), (138) aber die Bedingungen 

(140) . . . -^ + ^ (^- -^ - - Ä^ j = 0, if„. = 

denen für r =^ Ä zu genügen ist.^ 

Denken wir uns Ä„„ , um die Gleichung (139) zu befriedi- 
gen, wieder nach aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, also 
in der Form 



Kn = er' + c, r'+* + c^ r 



t-f-2 



Führt man dies in (139) ein, und setzt auf beiden Seiten 
der Gleichung die CoefQcienten gleich hoher Potenzen von r ein- 
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ander gleich, so erhält man zur Bestimmung der c folgendes 
System : 

j-0= (i"— w') [(«■— 2)'— m'] c 

=[(,+2)'-m'] {C-m^) c. -{i'-m^} (^' - ^-.) c 



(141) 



=[(/+4)»-m'][(.-+-2)'-m']e.-[(.-+2)^-m'](-^^ - i)c.- W 
=[(/+6)'-^'][(,-+4)'-m']c3-[{.-+4)'-».'](^ - l^c/-^ 



Diese Gleichungen hal)en ganz genau die Form derjenigen, 
welche im vorigen § betrachtet wurden. Man findet also, ganz 
wie dort, wenn wieder 9,„ die bei jener Untersuchung eingeführte 
Reihe bedeutet: 

wo: 

^'"" 96 a* 8 6« t 

- ^ ^^' _1_J^ 7/^n.n' , Ä^n' ^' 

Nachdem so die allgemeine Form von R^^ gefunden worden, 
macht die Erffdlung der Grenzbedingungen keine Schwierigkeit. 
Die zweite Gleichung (140) giebt: 

und man kann also setzen: 

wodurch R^,^ die definitive Form: 

(142) . Ä«„= (pJ,RyqZ)M-rj/^J^g>^{-R/^J(pJ^ry^^^ 
annimmt. Die erste Gleichung (140) aber giebt dann sofort: 



(143) . 



die Iransscendente Gleichung, deren Wurzeln, die ihr entspre- 
chenden Grössen x„, die der Membrane zukommenden Einzel- 
schwingungen angeben. 
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Abgesehen von der veränderten Form von B^^ und der trans- 
denten Gleichung ist ofTenbar der Charakter des Problems 

völlig derselbe wie in dem vorhin behandelten Fall der freien 
te; es ist daher auch nicht nötliig, das bezüglich der Ton- 
en und Knotenlinien Gesagte hier zu wiederholen. 

Die Einführung des Anfangszustandes geschieht ebenfalls bei 
en Problemen auf ganz dieselbe Weise. Ehe ich indess auf 
en Punkt eingehe, ist es nöthig, eine die Functionen R betreifen- 

Integral forme! zu bilden. Und zwar ergiebt sich diese als 
ieller Fall einer allgemeinen Formel, welche zugleich den 
imeinen Beweis für die Realität der Grössen x^ enthält; wie 

im folgenden § sehen wird. 



). Beweis der Feriodicität der Bewegungen. Bestimmtheit 

der Gleichgewichtsprobleme. 

Zum Schluss dieser Untersuchungen ist noch der Beweis zu 
en, dass die hier vorkommenden' transscendenten Gleichun- 
wirklich nur reelle positive Wurzeln besitzen. 
Ich knüpfe diesen Beweis an die allgemeinere Gleichung 
), da, um aus dieser die Gleichung für die freie Platte zu 
Iten, nur b unendlich zu setzen ist. Und um den Beweis 
1 in ganzer Allgemeinheit zu führen, werde ich auf die 
rüngliche Form zurückgehen, welche jene Gleichung für 
twinklige Coordinaten annimmt, die Form: 






_ _ i [t ^ ^ (^-^4- ^W 
~ a' L 12 \dx' dy^JA 



5i sind die früher durch a, b bezeichneten Coordinaten hier 
h X, y bezeichnet, da inzwischen die Buchstaben a, b ander- 
ige Verwendung fanden. 
Seien nun 

J; = w cosx^, f = v cüsAf 

Ausdrücke für irgend zwei Einzelschwingungen. Alsdann ge- 
rn , wenn man diese Ausdrücke, in denen u, v nur noch von 
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den Coordinaten abhängen, in die obige Gleichung einführt, die 
Functionen u, v den folgenden beiden Gleichungen: 

_ 3c* r Ä' /a'ti a^\] 

~a4 " 12 Vä^+ dy')} 



(144) 




+ 2 






12 Vaa:* ■ dy 

Der ganze in Rede stehende Beweis beruht nun auf der Be 
trachtung des Integrals: 



^ '^ Vax' ^ ayV \a.r» ^ aW ^ ^* V^ 



a^ a^\ 

ay aa;ay ay* ^p 

ätt a» a« a» 

ax aa: ay ay 



)l 



Axi^, 



welches über die ganze Mittelfläche ausgedehnt werden soll. Die- 
ses Integral ist symmetrisch für u und Vy und kann durch theil- 
weise Integration auf doppelte Weise behandelt werden; einmal 
indem man immer die Ditferentialquotienten von v theilweise id- 
tegrirt, das andere Mal, indem man ebenso mit den Differential- 
quotienten von u verfährt. 

Wenn wir irgend ein Integral der Form 



//( 



dÄ 



dB' 



dx dy 



\ dxdy. 



welches über die Fläche ausgedehnt wird, theilweise integriren, 
so dass die theilweise Integration bei dem ersten Theil des Inte- 
grals längs eines Flächenstreifens von der Breite dy ausgeführt 
wird, dessen Endpunkte untere Indices 0,1 andeuten, die Inte- 
gration des zweiten Theils längs eines Flächenstreifens von der 
Breite dx, dessen Endpunkte obere Indices 0, 1 andeuten, so er- 
halten wir: 



ij( 






2? ^) rfr dy = ß{A ^\-{A ^J dy 



+ J\iBBy-[BB'Y] dx - j'J(Ai 



'^ + ^'^)dydx. 



dx dy 

£s ist schon wiederholt gezeigt, wie die Integrationen nach 
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, dx in den beiden ersten Integralen rechts sich auf eine Inte- 
aüon über den ganzen Umfang zurückführen lassep; so dass, 
^nn ds das Element der Peripherie, p den Winkel der nach 
ssen gerichteten Normale gegen die ZAxe bezeichnet: 

Jl{AA\ — (^ A] dy = jAJt cosp ds 

f[(BBy — (BBy] dx= I BB' sinp ds. 
' Und demnach erhält man die folgende identische Gleichung: 

Ua I \- B ^\ dxdy = ((AA' cosp + BB' sinp) ds 



-//( 



^s+*-D^*- 



Wenden mr diesen Satz auf die einzelnen Glieder des Inte- 
als / in der Weise an, dass an Stelle von A^ B immer die 

fferentialquotienten von w, an Stelle von — , -^ aber die Dif- 

*entialquotienten von v treten, so ergiebt sich, alles zusammen 
nommen, für / folgender transformirte Ausdruck: 



, (^u , a«M\ /a» , «» . \ 
, V /du , a» . \j . 

JJ \dx \da^ "^ dxdy'J "^ dy Xda^dy "^ dy'Jj 



+ 






Behandelt man nun mittels der angeführten aligemeinen 
irmel den in eckige Klammern geschlossenen Theil des letzten 
tegrals nochmals, indem man 

tzt, so geht derselbe über in: 
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Und so hat man die Formel : 

/ = /!(1-f) [(S cosp + ^-^ si«;,) ^^ 



+ 



/d'u , d^u\ (dv , clv . \ 



Man kann diese Ausdrücke vereinfachen, indem man die 
DifTerentialquotienten nach der Normale und nach dem Bogen der 
Randcurve einführt. Wenn man von einem Punkt der Randcur?e 
zu einem benachbarten ausserhalb derselben vorwärts geht, in- 
dem man um dn in Richtung der Normale und sodann um ds 
in Richtung des Rogens vorwärts geht, so hängen offenbar die 
Veränderungen der Coordinaten x, y mit c?;i, ds durch die For- 
meln zusammen 

dx = dn cosp — ds sinp 
dy = dn sinp + ds cosp, 

und daher, wenn Sl eine beliebige Function ist: 

dSl dSl dx . dSl dy dSl , aß . 

. — — ^_ — - — cos o "4~ — sin d 

dn dx dn dy dn dx dy 



dSl dSl dx dSl dy dSl . . dSl 



also auch: 



dSl dSl . dSl 

-- cos/? — -— sinp = - 
dn , ÖS dx 

dSl , d^ dSl 

_ ,,n^ + __eosp=- 
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Wenden wir dies auf den ersten in eckige Klammern ge- 
schlossenen Theil von / an, indem wir ;— , — durch — , ^ er- 

dx oy - on os 

setzen, so können wir den Theil, welcher mit tt multiplicirt ist: 

OS 

J ('-'*' LW ~ ä^'J '"'^ ""^ + ä^^''"^^-^'"^^ ds ^' 

nach s partiell integriren, und der integrirte Ausdruck verschwin- 
det zwischen den Grenzen, da sich die Integration auf die ganze 
Bandcurve hezieht, also beide Integrationsgrenzen zusammenfallen; 
es bleibt nur der transformirte Ausdruck: 

Und so kann man / in folgender Weise darstellen: 
(145) .... J=f{v V + ~Z7") ds + JJv Udx dy. 



wo 



a« Vax* ^ dy") 



(146) 



.dy 



a*M 



, /a'« , a'«\ , 1 du 



a»u . 



^ 



-a?-^^ 



7 



6* a« 



^a;^ ^y* dy 



^ _ 2 /^ j. ^'\ 

y^ 6* Vao;* ayV 



Setzen wir nunmehr für TJ den Werth, welchen dieser Aus- 
druck der ersten Gleichung (144) zufolge in allen Punkten der 
Mittelfläche erhalten soll, so fmdet sich: 

JJv Vdccdy ='^.JJv[u - ^ (S + |^)]'^^'^y- 



Auf den letzten Theil dieses Integrals kann die im Vori- 
gen abgeleitete Grundformel angewandt werden, indem man 

. _ ., du -., du TN 1 

-4 = -ß == r, A = — -, B = ~ setzt. Dann kommt: 

dx oy 
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und sonach für / folgender definitive Ausdruck : 



+ 






Bemerken wir nun, dass die Grösse 

in folgenden Fällen für alle Punkte des Randes verschiivlndet: 

1) Wenn derselbe der Lage und Richtung der Grenzelemente 

nach festgehalten \vird. Alsdann nämlich verschwinden offenbar 

j\ 

überall die Grössen v, tt-' 

on 

2) Wenn derselbe nur festgehalten wird, ohne dass auch 
die Richtung der Randelemente fiürt wird. Dann nämlich ver- 
schwindet V, und die erste der Grenzbedingungen (106) führt 
auf U''=0, wie dies im vorigen § bereits gezeigt wurde. 

3) Wenn der Rand vollkommen frei ist. Dann sind die Glie- 
der mit b überall auszulassen, und die Grenzbedingungen (106) 
führen, wie dies in § 78 geschah, auf 

12a* on 
In allen diesen Fällen also hat man; 

(146a) . J=-JJ\,u+- (_^^ + _-ji ä.äy. 

Nun war / ein für t/, «; symmetrischer Ausdruck, es muss 
also / unverändert bleiben, wenn man u mit v, also auch x mit 
l vertauscht. Da hiebei das obige Doppelintegral sich nicht än- 
dert, wohl aber x* in l^ übergeht, so ist dies, wofern nur 
nicht 7i = X, nur dann möglich, wenn 

rn . Ä* {du dv , du dv\\ . ^ 
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Diese Gleichung also muss für je zwei Einzellösungen be- 
stehen, denen verschiedene Wurzeln der transscendenten Glei- 
chung entsprechen. 

Aus dieser Gleichung folgt zunächst, dass die transscen- 
dente Gleichung, auf welche jedes Problem schliess- 
lich führt, nur reelle Werthe für x* ergeben kann. 
Denn wären x*, 1* conjugirt imaginär« also jedenfalls ungleich, 

so könnte man auch u mit v, ^r- ^^^ ;r-» ;r- nait tt als conjugirt 

ox dx dy oy 

betrachten: die obige Gleichung gäbe also, da das Produkt con- 
jugirter Grössen stets positiv ist, eine Summe positiver Grössen 
der Null gleich, was ein Widerspruch ist. 

Aber auch positiv sind alle Werthe der x*, und so- 
mit alle % selbst reell. Denn setzt man u z=zVy so wird / in 
seiner ursprünglichen Form das Integral einer Summe von 
Quadraten, also jedenfalls positiv; und demnach 



X 



der Quotient zweier positiven Zahlen, also auch selbst positiv, 
was zu beweisen war. 

Das Problem, welches im Vorigen noch ungelöst blieb, die 
Bewegungen einer Scheibe oder Membrane aus gegebenen Anfangs- 
zuständen zu bestimmen, erledigt sich ebenfalls mit Hülfe der 
obigen Gleichung , welche für Polarcoordinaten in die Form 
übergeht : 

Setzen wir wieder 

i^=EE R^n [(«mn COSm'9' -t- ßnm sinm-^) COSK^t 

+ (ymncosm'9' -f- d^^sinm-^) sinx^(]. 

Ist nun für / := Ö, f = f{r, d) und die Geschwindigkeit 
durch die Gleichung 

I = n. ^) 

gegeben , so hat man zur Bestimmung der Constanten die Glei- 
chungen: 

Clebteh, Theorie elast. Körper. 23 



— 354 — 

(148) I ^''''^^ "^ ^^ ^"" ^''"" ^^^""^ "*" '^"* ^^"'"^^ 
' t F{r,&) = ZS%^,R^ [y^ cosmO + j8^. sinm^). 

Betrachten ivir nun eine Einzellösung 

V = R^^ (a cosm'O' + 1^ sinmO) 

und bilden die Ausdrucke, welche aus dem obigen Doppeliote- 
gral entstehen , wenn man u durch f (r, ^) oder F (r, 9) ersetzt 
Die entstehenden Ausdrücke müssen der Summe derjenigen gleich 
sein, welche entstehen, wenn man in dem Integral (147) u 
durch jedes einzelne Glied der rechten Theile von (148) ersetzt 
Aber die so gebildeten Integrale verschwinden nach (147) sämmt- 
lich, bis auf dasjenige, in welchem die Indices m, n bei ti ^eich 
den Indices m, n in t; sind. Es bleibt endlich : ^' 

i 

//[(^•^- + J4 1 '-¥) (« '"''^^ + ^ '"""^) 

+ j^ ^ Rmn (— a sinm^ + ß cosm^)J r dr dd= 
jy[(fi*«.n+ ^(^Y)(acüsm{^+i3sinm^)(a„, cosm^jS^^sinml^) 



+ — 3 R^^{a9inm&—ßcosmd){a^^siüm&—ß^,,cosmd')\ rdrd9, 

nebst einer entsprechenden Gleichung für j^. Führt man rechts 
die Integrationen aus, wodurch die rechte Seite der obigen Glei- 
chung in: 

übergeht, und vergleicht dann die Coefficienten der ganz belie- 
bigen Zahlen a, ß, so ergiebt sich sofort die gesuchte Bestimmung 
für a^„, ß^; während y^, 6^^ sich ganz ebenso aus der ana- 
logen Gleichung ergeben, auf welche die zweite der Gleichungen 
(148) führt. 

Die Gleichung (147) ist indess noch einer andern Anwen- 
dung fähig. Untersucht man das Gleichgemcht einer Scheibe, 
welche durch äussere Kräfte nur sehr wenig deformirt wird, be- 
züglich ihrer Verschiebungen senkrecht zur Mittelfläche, so lässt 
sich mittels der Gleichung (147) die Eindeutigkeit und Bestimmt- 
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heit der Aufgabe nachweisen. Man nehme zwei Gleichgewichts- 
zustände als möglich an. Bildet man die Gleichungen für die 
Verschiebung in beiden Fällen und zieht sie von einander ab^ so 
erhält man für die Diflerenz der Verschiebungen die nämlichen 
Gleichungen, aus denen nur die Kräfte sich herausgehoben haben. 
Diese Differenz sei u. 

Setzen wir nun in den oben entwickelten Formeln diese 
Function sowohl für ti als für v ein, zugleich aber, da es sich 
nur um Gleichgewichtszustände handelt, x = 0. Die Gleichung 
(146*) giebt dann 7=0, oder, da /sich in seiner ursprüng- 
lichen Gestalt in eine Summe von Quadraten verwandelt, und diese 
daher einzeln verschwinden müssen: 

-|f ^ _ ?!?? — -^ — 

da^ ' dy^ ' dxdy 

Hienach kann ti, die Differenz der angenommenen verschie- 
deaen Gleichgewichtslagen, nur von der Form 

ax + by + c 

i^ein, wo a, b, c Constante sind. Nun kann man immer, um das 
Coordinatensystem nach der Verschiebung zu fixiren, annehmen, 
dass im Anfangspunkt die Verschiebung Null sei; dass der nä(diste 
Punkt, der ursprünglich auf der ZAxe gelegen, auch nachher 
sich auf derselben befinde ; und dass das benachbarte Element der 
Mittelfläche auch nachher in der ZFEbene liege. Man kann 

mit andern Worten annehmen, dass für a: = 0, y = 0, u, —-, 

ox 

du 

-- verschwinde; d. h. man kann a, ft, c gleich Null setzen. So 

oy 

ist denn also die Dififcrenz zweier Gleichgewichtslagen nothwendig 

Null und jede Gleichgewichtslage immer eindeutig bestimmt. 



23 
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Anwendungen. 



§ 81. Ausdehnimg von Stäben mit überall gleichem Qaenchiitt 

Nachdem in den vorigen Abschnitten die allgemeinen Grund- 
lagen der Theorie ausgeführt und an einzelnen Beispielen erläu- 
tert sind, werde ich im Folgenden einzelne der dort erhalteuen 
Resultate in ihren Anwendungen weiter verfolgen. Bei solchen 
Anwendungen, ist die Benützung gerader, cylindrischer Stabe in 
ihren drei hauptsächlichsten Verhaltungsweisen, ausgedehnt, ge- 
bogen und tordirt, von besonderer Wichtigkeit, und ich werde 
daher die Theorie solcher Stäbe besonders ausführen. Als Grund- 
lagen dienen dabei die Formeln, welche aus dem de Saint-Venant- 
schen Problem entwickelt sind, und deren ausgedehntere Zulässig- 
keit für verhältnissmässig kleine Querschnitte später dargethan 
ist. Man wird sich erlauben müssen, jene Formeln auch auf 
einige Aufgaben anzuwenden, für welche sie nicht mehr ganz 
statthaft erscheinen, namentlich also, wenn der Stab aufhört voll- 
kommen cylindrisch zu sein. Es wird in den betreffenden Fällen 
immer auf den Mangel an Strenge hingewiesen werden ; eine Ge- 
wissenhaftigkeit, welche ebenso natürlich als nothwendig erscheint, 
und welche dennoch leider in Schriften über Anwendungen dieser 
Art nur zu häufig vermisst wird. 

Betrachten wir also zuerst den Fall von Stäben, welche aus- 
gedehnt werden durch Kräfte, die nach ihrer Längsaxe gerichtet 
sind. Geschieht es durch eine einzige, auf das Ende wirkende 

Kraft P, so ist, wepn q den Querschnitt bezeichnet, die im Rör- 

p 
per hervorgerufene Längsspannung — ; nach der ursprünglichen 

Definition des Elasticitätsmoduls ist ferner die eintretende Aus- 
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P 

Ahnung der Längeneinheit -— - , und also die ganze Verlängerung 
nes Stabes von der Länge /: 

Eq 

Diese Formel beruht auf der Voraussetzung, dass alle Punkte 
nes Querschnitts gleiche Spannungen erfahren, ivas nur ein- 
itt, sobald man sich die Zugkraft P über den letzten Querschnitt 
eichmässig vertheilt denken darf, und also um so mehr für 
füllt gelten kann, je kleiner der Querschnitt ist. 

Wenn zugleich auf das Innere Kräfte der Axe parallel wirken, 
Ten Grösse an der Stelle z der Längsaxe, für die Einheit des 
Jumens berechnet, durch F bezeichnet sei, wenn man ferner 
irch w die Verschiebung des Querschnitts bezeichnet, welcher 
sprünglich die Coordinate z hatte, so wurde, für kleine Quer- 
hnitte, in § 54 eine Formel gefunden, welche man etwa in folgen- 
r Weise wiederherstellen kann. Rechnen wir die z von einem Ende 
s Stabes, welches als fest gelten mag, so dass to für dasselbe 
rschwindet. Ein Querschnitt, dessen Coordinate ursprünglich z 
ir, hat später die Coordinate z + w; ein nächster, z + äz, später 
5 Coordinate z + dz + w + dw. Es ist also die Länge des 
ements dz in 



dz + dw =:^ dz ll + -r) 



lergegangen. Die Verlängerung der Längeneinheit (welche ver- 

derlich ist mit z) , wird also -r , und die zum Herstellen dieser 

' dz 

rlängerung nöthige Spannung ist E — , die Kraft endlich, die, 

:ht auf die Querschnittseinheit, sondern auf den Querschnitt q 
rken muss, um dieselbe hervorzubringen, wird 

„ dw 

^^ Tz- 

Die Kraft ist aber in der That zugleich dieselbe, mit welcher 
r Querschnitt sich wieder zu verkürzen bestrebt ist. Setzen 
r also jetzt die Bedingung des äussern Gleichgewichts an für 
njenigen Theii des Stabes, welcher zwischen dem Querschnitt 
und dem Ende z = l enthalten ist, indem wir die Summe aller 
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nach der ZAxe wirkenden Kräfte verschwinden lassen, so ist dabei 

einerseits die rückwärts wirkende Kraft Eq — zu berücksichtigeu, 

andrerseits die auf das Ende wirkende Kraft P, und die auf die 
Elemente des Innern wirkenden Kräfte F. Diese waren auf die 
Einheit des Volumens bezogen; auf ein Element qdz wirkt also 
die Kraft Fgdz, und es ergiebt sich somit die Gleichung: 

Eq^f^=P + Jrqdz. 

Z 

Durch Differentiation nach z ergiebt sich die erwähnte Formel, 
vom Integralzeichen befreit. In der That aber kann man die 
Formel sofort benutzen wie sie steht; denn F wird zwar im All- 
gemeinen von der Coordinate z + w seines Angriffspunkts abhän- 
gen; aber da w sehr klein ist, so kann man dasselbe innerhalb 
der festgehaltenen Annäherung vernachlässigen, und also F als 
bekannte Function von z selbst betrachten, wodurch denn das 
Integral sofort ausführbar wird. 

Die Spannungen in dem Stabe sind demnach dargestellt durch 
die Gleichung 

(1) .^*!:=^+i Läz. 

^ ' dz q q J 

die Verschiebungen also durch: 

z l 

Ist etwa der Stab in verticaler Stellung der Schwere unter- 
worfen, und nennt man Cr das Gewicht der Volumenemheil, so 
hat man, jenachdem das freie Ende nach unten oder nach oben 
gewandt ist, T = + 6;^ oder T = — Q, daher, indem ich beide 
Fälle zusammenfasse: 

^Tz=q ^^^'-'^ 

endlich die Gesammtausdehnung des Stabes: 

PI , Gt^ 
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Bemerkt man, dass Gql das Gesammtgewicht des Stabes ist, 
id setzt die rechte Seite dieser Gleicliung in die Form 



a-i^'^ 



I sieht man, dass die Gesammtausdehnung genau so erfolgt, als 
Bnn neben der Kraft P eine im Sinne der Schwere wirkende 
lg- oder Druckkraft angebracht wäre, deren Grösse dem halben 
3wicht des Stabes gleichkäme. Die ganze Ausdehnung verschwin- 
it, wenn P selbst der Schwere entgegengerichtet, und dem hal- 
in Gewichte gleich ist. 

Der Ausdruck der Spannung enthält nur die erste Potenz von 
Denkt man sich, um dies graphisch darzustellen, die Spannung 
ies Elements über demselben senkrecht gegen die Axe ange- 
igen, so erhält man eine gerade Linie 

y = -±Q{l — z). 
q — 

Es folgt daraus sofort, dass die grösste Spannung an einem 
ide eintritt, also entweder 

- bei z = / 

er 

^ + Gl bei z = 

; eines oder das andere, je nach Richtung und Grösse von P. 
ihrt man, wie im Folgenden immer geschehen soll, eine vor- 
schriebene Maximalspannung T ein , welche nirgend überschrit- 
1 werden soll, so muss die grösste jener Zahlen kleiner als T 
3iben. 

Ein andres Beispiel liefert ein Stab, welcher, senkrecht gegen 
le Drehungsaxe gestellt, und mit seinem festen Ende in dieser 
legen ^ in gleichförmige Drehung versetzt wird, wie etwa die 
eiche eines Rades. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sei 

Die aus dieser entspringende Centrifugalkraft im Elemente z 
, wenn wieder G das Gewicht der Volumeneinheit bezeichnet: 

Q 

rqdz = — ca^zqdz, 

g 

er es ist 

9 
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Man hat also aus (1), (2) für Spannung und Verschiebung: 
„dm P 
dz 



p 

9. 


+• - cor — - — 
9 2 


p 

Eq 


r+Eg2 (^^- 



fV 



Die Gesammtausdehnung wird: 



PI ^ Q(^P l ( ^ , Gql.afP\ 

' Eq ^Eg Eq \ ^ 3 / 

Sie ist ebenso gross, als wenn der dritte Theil des Gesammt- 
gewichts Gql am Ende des Stabes als mitrotirendes Gewicht an- 
gebracht wäre. Die Spannung kann man sich meder als Ordinate 
y über jedem Element angetragen denken. Die Endpunkte dieser 
Ordinaten bilden dann die Parabel: 

P . G .P — z* 



y = r H — «»* 



^9 2 

deren Axe, da die Gleichung für den Uebergang von z in —z 
unverändert bleibt, mit der Axe z = 0, d, h. der Drehungsaxe 
zusammenfällt, während ihr Scheitel in dieser Axe durch die 
Ordinate: 

/> . G (o^P 

^ q 9 ^ 
gegeben ist. Auch hier ist die grösste Spannung deswegen an 
einem der beiden Endpunkte des Stabes, also entweder gleich 

P , G (qV , P 
— f- — --- oder — » 

9 9^ 9 

wo je nach der Richtung und Grösse von P eins oder das andre 
eintreten kann. 



§ 82. Ansdehniing von Stäben bei veränderlichem Onersohnitt 

und überall gleicher Spannung. 

Die Schlussfolge, mit deren Hülfe oben die Gleichung (1) abge- 
leitet wurde, lässt vermuthen, dass dieselbe auch dann noch nahezu 
richtig sein könne, wenn der Querschnitt nicht völlig constant, 
sondern kleinen Veränderungen unterworfen ist, selbst also 
eine Functionen von z ist, welche aber von einem constanten 
Werthe nicht sehr bedeutend abweicht. Allerdings ist dann die 
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Bedingung einer im ganzen Querschnitt gleichen Spannung ohne 
Zweifel nicht mehr erfüllt; aber man darf wohl die Schwankun- 
gen auch in dieser Beziehung für um so kleiner, die Formeln 
abo für um so angenäherter halten, je kleiner der Querschnitt 
selbst und dessen Schwankungen ausfallen. In diesem Sinne stellt 
man die Frage, wie diese Schwankungen in der Grösse des Quer- 
schnitts gewählt werden müssen, damit die Spannung überall die- 
selbe sei, alle Querschnitte sonach gleich stark in Anspruch ge- 
nommen werden. 

Setzt man, wie immer, diese erlaubte und zulässige Spannung 
gleich T, so kann man der Gleichung (1) die Form geben: 

Tq ^= P + I rqdz. 

z 

Dififerenzirt man nun nach z, wobei q als veränderlich gilt, so 
hat man: 

und für z = 2 die Grenzbedingung: 

Die erste Gleichung giebt q selbst als Function von z; denn 
schreibt man jene Gleichung in der Form 

dg r , 

SO findet sich durch Integration von z bis /, wobei die Grenzbe- 
dingung zu berücksichtigen ist: 

i 



p I r 

hgq — log y= T J^^^' 



oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht; 

(3) ; . . ^ = ^ e - . 

Es ist ganz im Charakter der festgehaltenen Voraussetzungen, 
wenn hier nur die Grösse des Querschnitts bestimmt wird, seine Ge- 
stalt ganz unbestimmt bleibt. Denn wenn wirklich die Spannung 
in jedem Punkte eines Querschnitts völlig dieselbe wäre, so würde 
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die Form des Querschnitts für die Tragkraft ganz gleichgültig 
sein, nur seine Grösse massgebend; was denn hier in der ange- 
näherten Betrachtung sich ebenfalls ausspricht. Hat man eine 
bestimmte Querschnittsgestalt gewählt, so berechnet man die 
Dimensionen nach der Formel (3) ohne Weiteres. 

Wenden wir diese Formeln auf die beiden speciellen Auf- 
gaben an, welche aucii im vorigen § hervorgehoben wurden. Ist 
nur die Schwerkraft thätig und das obere Ende Ae» Stabes fest, 
so hat man r s= G^ und demnach : 

P ^ (/ - *) 

Ueber die Querschnittszunahme erhält man leicht eine Vor- 
stellung, wenn man sich den Stab in n gleiche Theile getheilt denkt, 
und dann q für die Theilpunkte berechnet. In diesen Tbeil- 
punkten hat / — z, vom freien Ende gerechnet, die Werthe 

0, - » — . . . /, und wenn man also 



n n 



a 



nT 



setzt, so erhält man für die entsprechenden Werthe von q eine 
geometrische Reihe: 

P P P ^ P ^ 

wodurch sich das Gesetz der Zunahme einfach ausspricht. 

Ist die Centrifugalkraft wirkend, ähnlich wie es im vorigen 
§ angenommen wurde, so nehmen die Querschnitte noch schneller 
zu. Es ist dann 

9 
also 

Das Gesetz der Zunahme stellt sich hier ähnlich wie im 

vorigen Fall durch die folgende Reihe dar, welche wieder die 

/ 2/ 
Querschnitte für / — z = 0, —> - . . . erdebt: - 

n n ° 
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P P P P P , 

TT T T T 



wo 



h r=z e 

gesetzt ist. Die Exponenten bilden aber bier nicht mehr eine 
aritbmetische Reihe erster Ordnung, sondern eine viel schneller 
wachsende arithmetische Reihe zweiter Ordnung. 

Man kann diese Betrachtungen leicht dadurch modi/iciren, dass 
man statt einer überall gleichförmigen Ausdehnung eine überall 
gleichförmige Zusammendrückung annimmt. Man hat dann nur 
P und T negativ anzunehmen, im Uebrigen aber völlig dieselben 
Formeln zu benützen. 



§ 83. Biegung. Allgemeine Voranssetzungen und Bestimmnngen. 

Für die Biegung hat man nach dem frühern folgende 
Grundlagen gewonnen. 

Ein ursprünglich gerader cylindrischer Stab, welcher durch 
äussere Kräfte schwach gebogen wird, setzt seine Biegung aus 
zwei Biegungen zusammen, deren jede die Axe des Stabes nur 
einfach krümmen würde. Die Ebenen dieser Biegungen sind die 
Ebenen, welche man durch die Axe des Stabes und je eine Ilaupt- 
axe seiner Querschnitte legen kann. Die Bichtungen dieser Ebenen 
sind also im Allgemeinen bestimmt; nur wenn die beiden Haupt- 
trägheitsmomente des Querschnitts gleich werden, kann man statt 
ihrer zwei beliebige, senkrecht gegen einander durch die Axe des 
Stabes gelegte Ebenen annehmen. 

Sind ti, t; die in diesen beiden Ebenen eintretenden seit- 
lichen Verschiebungen der Schwerpunktslinie, so bestimmen die- 
selben sich, für kleine Querschnitte, aus den Gleichungen: 



(4) 






Eq^' 3-2 = - ^. 



dz' 

wo M und N die Drehungsmomente der äussern Kräfte sind, 
welche von der Stelle z bis zum Ende des Stabes angreifen, be- 
zogen auf zwei den'Z, FAxen parallel durch] den Schwerpunkt des 
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Querschnilts z gelegten Drehungsaxen. Statt dieser Gleichungen 
kann man aber auch nach § 54 die folgenden ihnen äquivalen- 
ten setzen: 



(5) 





f-«'-S=-S+''+^ 


• • • • • < 


--■r;-^s+-+T' 



\(obei S eine am Ende des Stabes in seiner Längsrichtung wirkende 
Zugkraft ist, und V, V, W^, W^ die p. 205, 206 angegebenen 
Combinationen der auf das Innere wirkenden Kräfte* sind. Dazu 
treten dann die Grenzbedingungen für das Ende des Stabes; 



(5a) . . . 



und 



(5b) 



(^«'•(S),=-*+^(l),+('^.^ 



Eq 



"■@)= 



- (n; 



wo K, L die ^FComponenten sind, welche am Ende des Stabes 
wirken, (^)|, {ff)i die daselbst auftretenden Drehungsmomente. 
Die letzl;ern werden positiv gezählt, wenn sie, von der entspre- 
chenden positiven Axe gesehen, drehen wie der Zeiger einer Uhr, 
und die gegenseitige Lage der Coordinatenaxen ist so gedacht, 
dass von der positiven -TAxe gesehen der Zeiger einer Uhr 
von der positiven FAxe sich durch 90® zur positiven ZAxe be- 
wegen würde. 

Sind nämlich Xdxdydz, Ydxdydz, Zdxdyäz die auf ein 
Element wirkenden Kräfte, dessen Coordinaten durch x, y, z be- 
zeichnet sein sollen, so sind die Grössen M, N, die Drehungs- 
momente aller Kräfte die auf den zwischen den Querschnitten z' 
und /enthaltenen Stabtheil wirken, bezogen auf die durch den 
Schwerpunkt 0, 0, z des Querschnitts z gelegten Hauptaxen, ihrer 
Natur nach durch die Gleichungen definirt: 



(5c). 
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iif = (^, + jsr (/ — «) — s («, — tt) 

+ / / i\Il^—z) — Zx] dx dy dz 

z 

N =(ff)^ — L[l — z) + S (r, — v) 

i 

[f (F— z) — Zy] dx dy dfl; 



-ffß 



wobei die ohne Grenzbezeichnung hingesetzten Integrale eine In- 
tegration über den ganzen Querschnitt andeuten. Aus diesen Aus- 
drücken ergiebt sich 



— f f( jxdz — Zxj dxdy 

z 

l 



dz dz 

z 

l 
dN 



dz 

z 

und nach nochmalis:er Differentiation: 



d^M M — 

'd? ~ d^- 

d'N ,, d'v 

= — M 






dz^ dz^ 

Dabei sind die Horizontalstriche jedesmal ausgelassen, sobald 
in der betreffenden Function z an Stelle von F zu setzen war. 

Erinnern wir uns nun, dass in p. 206, 207 folgende Be- 
zeichnungen eingeführt wurden: ' 

IT = / jxdxdy, V^ = j I Xxdxdy, U^ = f jxydxdy 

V= I I Ydxdy, V^= i jYxdxdy, V^ = j 1 Yydxdy 

W= I fZdxdy, W, = j 1 Zxdxdy, W^= i jzydxdy, 
so gehen diese Ausdrücke in folgende über: 

dM du r 

= — K + S i^ — j üdz + JV, 



dz dz 

z 

l 

dN dv 

— = L + S 
dz ^ dz 



'£ + >* - -- 
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d'M 

dz^ 


dTT dz 


d^N 
dz^ ~ 


d'v dw, 

dz^ dz 



Aus den Gleichungen (4) erhält man also zunächst durch 
zweimalige Differentiation sofort die Gleichungen (5) selbst; indem 
man aber in den Gleichungen (4) selbst, oder in den durch ein- 
malige Differentiation daraus hervorgehenden 2 = / setzt, ergeben 
sich die Bedingungsgleichungen (5*), (5^), wodurch die vollständige 
Uebereinstimmung nachgewiesen ist. 

Ich bemerke, dass in den meisten Fällen die durch fP,, W^ 
bezeichneten Integrale verschwinden. Hauptsächlich dann ist ihr 
Auftreten von Wichtigkeit, wenn es sich darum handelt, mitteL< 
des d'Alembertschen Princips zu den Bewegungsgleichungen über- 
zugehen. 

Die Spannung in einem Punkte, welcher in seinem Quer- 
schnitt die Coordinaten x, y hat, ergiebt sich aus der Formel (55) 
p. 265> nach welcher daselbst die Längsspannung: 

eintritt. Um die am meisten angespannte Stelle des Körpers zu 
fmden, auf welche es in den Anwendungen wesentlich ankommt, 
muss man die Maxima dieses Ausdrucks aufsuchen. In jedem Quer- 
schnitt existirt ein solches Maximum wirklich, und man findet die 
betreffende Stelle sehr leicht. Denn innerhalb des Querschnitts sind 

^u d^v 

die Grössen — -r» -r-, constant. Betrachtet man also die Gerade 

dz^ dz* 

d^u , d*v 

oder wenn man für die zweiten Differentialquotienten die reci- 
proken Krümmungshalbmesser setzt: 

(8) f + ^, = 1, 

so schneidet diese Gerade von den Axen X, Y die Strecken ^, q 
selbst ab. Die Gerade ferner 

welche dieser parallel ist, schneidet die Strecken tnQ, mq' ab. 
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Die Spannung indess in denjenigen Punkten , in welchen diese 
Gerade den Querschnitt triflt, ist 

S 

und man findet also die Punkte grösster und kleinster Spannung 
im Querschnitt, wenn man das Maximum von m sucht, d. h. die- 
jenigen Punkte, in denen eine der Geraden (8) parallel gezogene 
Linie die Peripherie des Querschnitts eben noch berührt. Man 
hat so folgende Regel: 

Um den am meisten gespannten Punkt eines Quer- 
schnitts zu finden, trage man die Krümmungs- 
halbmesser der beiden Biegungen auf den ent- 
sprechenden Hauptaxen des Querschnitts an, 
und ziehe eine Parallele zur Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte, so dass sie die Peripherie 
berührt. Die Berührungspunkte sind dann die 
am meisten oder am wenigsten gespannten oder 
gedrückten Punkte des Querschnitts. 

Die am stärksten angegriffenen Punkte der Querschnitte bil- 
den sonach auf der Oberfläche des Stabes eine Curve. Das ab- 
solute Spannungsmaximum tritt auf dieser Curve an irgend einer 
Stelle ein , und ist den Regeln der Differentialrechnung gemäss 
zu finden. Indess ist zu bemerken, dass nicht immer ein wirk- 
liches Maximum existirt, sondern dass in vielen Fällen nur 
ein grösster Werth der Spannung eintritt; dieses findet dann 
an den Enden des Stabes statt, die jedesmal besonders zu unter- 
suchen sind. Mit andern Worten, man hat jedesmal die Maxima 
der Spannung und ihre Werthe an den Endpunkten aufzusuchen, 
unter diesen Grössen aber die absolut grösste zu wählen. 

Bei ebener Biegung, wo also u oder v verschwindet, wird 
die Sache viel einfacher. In der angegebenen Construction wird 
dann ein Krümmungshalbmesser unendlich, die Tangente also mit 
der einen Ilauptaxe parallel. Und so ist die am meisten gespannte 
Faser immer diejenige, welche von der Ilauptaxe, um welche die 
Drehung bei der Biegung vor sich geht, am weitesten entfernt 
ist, ihre Spannung aber drückt sich, wenn x= + h jenen Ab- 
stand bezeichnet, durch 

S ^ Eh 
(8a) ^33 = - + — aus. 
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Dieses stimmt genau mit den Voraussetzungen der gewöhn- 
lichen Theorie überein; wie sich denn alle Hypothesen derselben 
bestätigt finden, wenn man den Querschnitt sich äusserst klein 
denkt. Aber nur unter dieser Voraussetzung sind sie erfüllt; 
nur unter dieser Voraussetzung bleiben die Querschnitse eben auch 
nach eingetretener Biegung, wachsen die Spannungen gleichför- 
mig in parallelen Streifen desselben. Nur eins bleibt unmöglich: 
das Eintreten einer ebenen Biegung, deren Biegungsebene nicht 
durch die eine Hauptaxe jedes Querschnitts hindurchgeht. 

Die Formeln des § 55 geben ähnliche Resultate auch für 
ursprünglich gekrümmte Stäbe. Ich übergehe die Discussion 
derselben, und werde nur für geradlinige Stäbe die hauptsäch- 
lichsten Aufgaben behandeln, wobei immer eine ebene Biegung 
vorausgesetzt werden soll. 



§ 84. Biegung unter dem Einfinss stetig vertheilter Kräfte 
ohne Zng oder Druck in der Eichtang der Aze. 

Gehen wir von den Gleichungen (4) aus. Ein Stab werde 
gebogen durch Kräfte, welche gegen seine Axe senkrecht gerich- 
tet sind; und nehmen wir an, dass er nicht zugleich durch eine 
sehr grosse Zugkraft gespannt oder gedrückt sei, so wie dass keine 
Kraftepaare auf sein Inneres wirken, d. h. dass W^, W^ ver- 
schwinden. Betrachten wir allein die Biegung in der Ebene, 
welche durch seine Axe und die mit X parallele Hauptaxe seines 
Querschnitts bestimmt ist. In diesem Fall hat man also für die 
Verschiebungen des Stabes senkrecht gegen seine Axe die Glei- 
chung: 

(9) ^^^*% = ^ 

WO 

(10) . . . M = [Ä)i+ K[l— z) + Jü (i— z) dz 

und wo nur das Glied S (u^ — u) ausgefallen ist, als ein Glied 
höherer Ordnung, sobald nicht S ausserordentlich gross ist. 

In diesem Falle ist also M eine gegebene Function von z; 
und man findet durch einmalige Integralion: 




369 — 



('■) t-''+f: 



dz, 



EqX 





und durch eine zweite Integration: 

z z 

' 

Hiebei bezeichnen c, c' willkürliche Constanten. Man be- 

du 
stimmt dieselben, indem man sich erinnert, dass — - die Tan- 

dz . 

gente des Winkels bedeutet, welchen die geometrische Tangente 
der Schwerpunktslinie gegen die ursprüngliche Richtung der 
Stabaxe, die ZAxe bildet; oder auch dieser Winkel selbst, da 
man bei den kleinen Abweichungen der Axe von ihrer ursprüng- 
Uchen Richtung den Winkel mit seiner Tangente verwechseln 
darf. Fasst man nun die geometrischen Redingungen ins Auge» 
denen der Stab unterworfen sein kann, so ergeben sich folgende 
Hauptfälle und eine denselben entsprechende Restimmung der Con- 
stanten: 

1) Der Stab sei an einem Ende eingeklemmt, so dass für 
2 = Ort und Richtung der Schwerpunktlinie bestimmt ist. Am 
andern Ende wirke nur eine Kraft P, in Richtung der ^Axe, 
senkrecht gegen die Axe des Stabes. Man hat also sofort 

dann aber, aus (U), (12), da für z =-. auch u und — ver- 

schwinden müssen : 

c = 0, c' = 0. 

Und so stellt sich die Lösung der Aufgabe in der Form dar: 



(13).. 



^-f\f-m^[''^''''^+^^ 



Eq 



z z 



P (Iz^ z\ 11/ 
^ EixA~2 öj '^JJ 



(z — z) dz 

dz dz. 



EqX^ 



Ist also nur die Kraft P vorhanden, keine auf das Innere 
wirkende Kraft thätig, so wird einfach 

Clebsch, Theorie elasl. Körper. 24 



370 — 



(1^) « = :^'C-r-?)' 

der Pfeil der Biegung, für z = 1: 

P P 



^i 



EqX^ 3 



Ist der Stab horizontal und wird noch das Eigengewicht be- 
rücksichtigt oder eine gleichförmig vertheilte Last, die man annä- 
hernd als eine Verstärkung des Eigengewichts ansehen kann, so 
hat man nur für D das Gewicht Gq der Längeneinheit zu setzen. 
Es wird dann 



gy-.)^:= "?"-')' 



X 

und demnach 

(^^) • • « = :^(t-6J + ■ei* U" " "6- + rj- 

Der Pfeil der Biegung wird: 

_ _l_ {P . GqU 

"'"" ^pAMä"^ irr 

was, ^d^Gql das ganze Gewicht bezeichnet, ebensoviel ist, als wäre 
das am Ende angebrachte Gewicht P um f des Stabgewichts ver- 
grössert worden. 

2) Der Stab sei an einem Ende eingeklemmt, mit dem an- 
dern Ende, in gleicher Höhe, auf eine Widerlage frei aufgelegt. 
Dieser Fall unterscheidet sich von dem vorigen nur dadurch, 
dass die Kraft P hier nicht gegeben ist, sondern in einen unbe- 
kannten Druck — Q übergeht, den die Widerlage gegen das freie 
Stabende ausübt. Dafür tritt die neue Bedingung hinzu, dass u nicht 
nur für 2; = 0, sondern auch für « = / verschwinden muiss; 
und dies liefert aus (13) die Bestimmung von ö = — i^ wenn 
man z = /, t/ = setzt: 

/ z i 
(16) . . . . i? == I jfif^^ — ^) ^) ^^ ^^• 

Wenn man die Grösse Q hieraus bestimmt hat, wird u aus 
der Formel (13) erhalten, nur — ß an die Stelle von P gesetzt. 
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Ist z. B. der Stab gleichförmig belastet , also ü= Gq, so findet 
sich aus (15), wenn man -?= — Q, u==0, z =: l setzt: 

^ Sq 8' 

also 

und indem man demgemäss in (15) P= — ^Glq setzt: 

a 3?z«— 5/2«+ 2«* 

(17) " = :^ 48 

Die Curve, welche die Stabaxe hienach annimmt, biegt sich 
anfangs abwärts, mit der concaven Seite nach unten, sodann aber, 
indem an einer Stelle ein Punkt ohne Krümmung (Wendepunkt) 
eintritt, wendet sich zunächst die concave Seite der Curve, sodann 
nachdem an einer weitern Stelle die Tangente horizontal geworden, 
auch die Richtung der Curve nach obejfi. Die Lage des Wende- 

punkts, wo die Krümmung, also — = -^-^ verschwinden sollte, 

o uz 

findet man aus der Gleichung: 

(Pu 
= — r oder = P— blz + 4z\ 

durch welche neben 2 = / (das freie Ende erfährt natürlich 
ebenfalls keine Krümmung) sich für den gesuchten Punkt 

/ 

ergiebt. Der Wendepunkt liegt also dreimal so weit von dem 

freien Ende entfernt, wie von dem eingeklemmten. 

Die horizontale Tangente aber findet sich aus 

du 
== — oder = 6?« — 15/«« + Sz\ 
dz 

Mit Uebergehung von 2=0 ergiebt sich daraus 

15 + 1/33" , 
z = — =-J- — /, 
16 ' 

wo offenbar nur das untere Zeichen auf einen Punkt führt, der 
dem Stabe wirklich angehört, nämlich auf 

2 = 0, 58 . . . /, 

und dieser Werth von 2 giebt also den Ort des Punkts mit ho- 
rizontaler Tangente. 

24* 
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Es verdient noch Erwähnnng, -dass die Last sich auf die 
beiden Unterstutzungspunkte ungleich vertheilt. Während an dem 
frei aufliegenden Ende der auszuhaltende Druck gleich | des Ge- 
sammtgewichts gefunden wurde, ist* der Druck in dem einge- 
klemmten Ende offenbar | desselben, so dass beide Widerlags- 
punkte zusammen die ganze Belastung tragen. 

3) Der Stab sei an beiden Enden eingeklemmt; also sowohl 

du 
für 2 = als {ur z = l soll u nebst -— - verschwinden. So hat 

dz 

man im ganzen vier Bedingungen; aber auch, in (11) — (13), 

vier unbestimmte Grössen. Denn in diesem Fall sind weder K 

noch {A\ nothwendig gleich Null; sondern sie stellen vielmehr 

die unbekannte Druckkraft und das unbekannte Drehungsmoment 

dar, mit welcher die Fassung Lage und Richtung des Stabes 

bei z = / erhalten muss. Bezeichnet man diese durch — Q 

und R, so ist aus (9) 

(18) . . . . -E^A* ^ = Ä - ö (/- z) +yV(F— z)dl; 

z 

also durch Integration: 



/ 



Eq X''^£=Rz — o(^lz— +f[J U(F—z)dI^dz, 



(19) <^ 



Ü z 

z z 



EqlUt = Rt-Q (|'_ ^) +J'f[fu{' - z)dzjdtdt. 

z 

Die Integrationsconstanten sind gleich Null gesetzt, und da- 

durch bereits die Bedingung erfüllt , dass u und — mit 2 = 

verschwinden sollten. Die andern beiden Bedingungen , dass 
nämlich diese Grössen auch bei z = / verschwinden sollten, er- 
füllt man, indem man aus (19) R, Q entsprechend bestimmt. 

Setzt man der Kürze wegen: 



A z=: f\fu {z— z) d'z] dz 



z 

/ z 



B = j j\ I U(z — z)dzldzdz, 

U z 
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so werden die aus (19) entspringenden Bedingungen demgemäss 
folgende: 

woraus: ^ ^ nB eA 

B==--4A, 0==—-.-. 

Hiedurch sind sowohl die von der Fassung zu fordernden 
Kräfte bestimmt, als endlich auch u selbst, in welchem nach 
Einführung von R, Q alles bekannt ist. 

Betrachten wir wieder den Fall gleichmässiger Belastung. 
Da U '.^ Gq, so wird die Gleichung (18): 

EqX'-^ = R — Q [l — z) + Gq^—^; 

und man erhält durch Integration, mit geringer Modiücation des 
oben eingeschlagenen Weges: 

(l _ zY (l — zY (i — zY 

* 2 6 ^ ^ 24 

Die Integration ist hier so geführt, dass die Bedingungen 

du 
M=0,— = Ofürz = / bereits erfüllt sind. Um nun die- 
dz 

selben Bedingungen auch für z == zu erfüllen, erhält man 

hieraus die Gleichungen: 

= — Rl + Q Gq--- 



aus welchen: 



0= R- 0- + Gq^', 

2 *^ 6 ^ * 24 



12 ^ 2 



Der Druck an den Endpunkten ist also, wie man das auch 
sofort aus der Symmetrie sieht, gleich der Hälfte des Gesammt- 
gewichts; und jede Fassung hat einem Drehungsmoment zu 
widerstehen, welches gleich dem Gewicht ist, multiplicirt mit dem 
zwölften Theil der Länge als Hebelarm. 
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Die Einführung der Wertbe von R, Q giebt endlich: 

Die symmetrische Form der Curve zeigt sich darin, dass u 
sich nicht ändert , wenn z mit l — z vertauscht wird. Die Curve 

hat eine horizontale Tangente bei z = -, in der Mitte; Wende- 

punkte aber, bei welchen der Sinn der Krümmung sich ändert, nvo 

^== 0, d. h. P— 6z/ + 6z* = 0, 
dir 

woraus 

Die beiden hiedurch bestimmten Wendepunkte liegen, wie 

man sieht, symmetrisch zur Mitte des Stabes. 

Die grösste Senkung tritt in der Mitte ein, und hat den 
Werth 

**!■" 384. ^A« ' 
4) Endlich können beide Stabenden frei aufliegen. In die- 
sem Falle kann keines der Enden einem Drehungsmomente un- 
terworfen sein, es muss also in (10) nicht nur [Ä)^ verschwin- 
den, sondern auch für z = muss JI!f=0 werden, so dass 

= /JSTH- luiz — z)dz. 

Hieraus bestimmt sich sofort der Druck Q = — IC, den die 
Widerlage am Ende z = l ausüben muss; und setzt man den 
aus dieser Gleichung erhaltenen Werth von IC: 

i 

jS' = — Q = — j jüi^—zjäz. 



in 3f ein , so ist dieses Moment vollständig bekannt. Man findet 
demnach aus (9) durch Integration: 



EqK" — = c + I Mdz 



t-^/> 



Egk"^ u = CZ+ I IM dz dz. 
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Nur bei der letzten Integration ist die Constante auszulassen, 
da ohnedies w bei 2 = verschwinden soll ; die Constante c aber 
bestimmt sich aus der Bedingung, dass u auch bei z = / ver- 
schwinde. Setzt man in der letzten Gleichung u = 0, z = l, so 
findet sich sofort 

M dz . dz. 



= - W' 



Wenden wir dies wieder auf den Fall der gleichförmigen 
Belastung an. Da ü= Gq, so ist 

und also, damit itf für z = verschwinde: 

^2 2 

Setzt man diesen Werth in M ein, so findet sich 

^ h — «' ^ ,, d^u ^ Iz — 2' 



und also durch Integration: 

Jz~ ^ ~ 'eX^ 



G riz' z*\ 



Die Constante c ist endlich so zu bestimmen, dass u bei 
2 = / verschwindet. Es wird also 

G /* GP 

= cl — -7:: • — . c 



EX^ 24* 2^Ek* 

und demnach: 

24^A* ^ -«^«^ -r - ;• 

Die grösste Senkung, in der Mitte, giebt hier den Werth: 

fünfmal so gross als im vorigen Falle, 
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§ 85. Spannungen. Tragprermögeni 

Der Werth der grösstcn Spannung in jedem Querschnitt 
wird aus der Formel (8*) § 83, da eine erhebliche Längsspan- 
nung des Ganzen nicht vorhanden sein soll, durch den Ausdruck 

Eh 
+ — dargestellt, wo h die Entfernung einer der beiden ent- 
ferntesten Stellen des Querschnitts von derjenigen Hauptaxe dar- 
stellt, unii welche bei der Biegung der Querschnitt sich dreht. 
Man sieht, dass von diesen entferntesten Fasern immer die eine 
coniprimirt, die andere ausgedehnt wird; und es wird, wenn 
nicht anderweitige Gründe vorliegen, passend sein, den Quer- 
schnitt so zu gestalten, dass die Entfernungen beider äussersten 
Fasern von der gedachten Hauptaxe gleich gross werden, damit 
diese beiden Fasern gleich stark in Anspruch genommen seien. 

Die absolut gespannteste Stelle findet sich, wenn wir auch 
noch für ^ den kleinsten Werth setzen, dessen dasselbe fähig 

ist. Man findet diesen, indem man das Maximum von — sucht, 

Q 

und dasselbe mit dem Werthe dieser Grösse an den Enden des 
Stabes vergleicht. Da nun nach (9) 

so finden sich etwaige Maxima aus der Gleichung: 

— - - 
dz 

oder, wenn man den Werth von M aus (10) entnimmt: 



0=-K-ß 



Udz. 



Der Ausdruck rechts ist nichts anderes als die Summe aller 
zur Stabaxe senkrecht wirkender Kräfte, von der Stelle z bis 
zum Ende des Stabes. Ein Maximum der Krümmung tritt also 
jedesmal ein, wo die Summe aller dieser Kräfte verschwindet. 
In den vorhin behandelten vier Aufgaben , bei denen gleichmässige 
Belastungen angenommen waren , wirkten auf das Ende z = / 
bezüglich die Kräfte 



— 377 — 

Hieraus folgt sofort, dass ein Maximum der Krümmung im 
ersten Fall überhaupt nicht eintreten, kann; dass es im zweiten 
Falle da eintreten muss, wo, von der fraglichen Stelle an bis 
zum Ende das Gewicht des Körpers | Glq beträgt, also um | / 
vom Ende z = / entfernt; und dass es aus denselben Gründen 
in den beiden andern Fällen in der Mitte des Stabes auftritt. 

Inzwischen waren die Ausdrücke von -r-; = — In den betrach- 
teten vier Fällen die folgenden: 



EqX^ ^ 


^) ' 


^ El* 


2 


G 


J}- 


-5/Z + 


4Z» 


El* 




8 




Q 


P- 


-6fe + 


6z« 


El} 




12 




G 


Iz- 


-z* 





El* 2 

Führt man die obigen Werthe ein, so erhält man den 
Werth von — in den Stellen des Krümmungsmaximums: 

_ _i^_ J^ ^ 

* • • ' \2SEl*' 24EI*' SEI*' 

1 
Hingegen sind die Werthe von — an den Endpunkten; 

bei z=zO: 
PI . Gt* Gf Gf* 



Eql* ' 2EI* SEI* 12 EX 

bei z == /: 

"' "' 12EI* 

In den beiden ersten Fällen also tritt die grösste Spannung 
bei z = ein ; im dritten Fall nimmt dieselbe an beiden Enden 
gleichzeitig denselben grössten Werth an, im letzten Fall ist sie 
am grössten in der Mitte. 

Führt man den gefundenen grössten Werth von - in den 

Ausdruck der Spannung ein und setzt 

Q 
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wo T die grösste zulässige Spannung bedeutet, so erhält man 
den Ausdruck für das Tragvermögen des Stabes. In den vori- 
gen Problemen also hat man die folgenden vier Gleichungen, 
welche man auf diese Weise bildet: 



i (f + ?) = -• 



r 


\? 2/ 


h 


8 -^ 


h 

X*' 


12 


h 


?=-■ 



Setzt man im ersten Falle P=30, so dass der Stab immer 
nur eine gleichförmige Belastung auszuhalten hat, so ergeben 
sich die Werthe der zulässigen Belastung für die Längeneinheit 
hienach aus den Formeln: 

ri' TU.* TiL* Tk* 

(19*) (? = 2.^, 8.4l' 12-47' S-^T- 

^ ^ Ph Ph Ph Ph 

Sie ist 4mal so gross bei Unterstützung beider Enden, als 
wenn nur ein Ende gehalten wird; 6 mal so gross,^wenn beide 
Enden eingeklemmt sind. 

Andrerseits ergeben sich, bei gegebener Belastung die zu- 
lässigen Längen: 

'='/!• yi- '/§• yi- 

und die für gegebenes Gewicht und gegebene Länge nöthigen 
Trägheitsradien : 

x^il/% il/^. it/% ij/§. 
r 2T r ST r i2r r sr 

Ist eine Längsspannung vorhanden, die aber nicht so exces- 
siv gross ist, dass sie in der Gleichung der Curve berücksichtigt 

werden müsste, so treten an Stelle des Ausdrucks — die bei- 

9 
den folgenden: 

— j- ^, — _ :^' 



— 379 — 

wenn S die spannende Kraft ist, h, h' die Abstände der nach 
entgegengesetzten Seiten von der. Biegungsaxe des Querschnitts 
entferntesten Fasern bedeuten. Man kann natürlich mit diesen 
Grössen genau dieselben Betrachtungen durchführen, wie vorhin für 

die eine — . Ist wieder h' = k, so wird in jedem Querschnitt 

eine der äussersten Spannungen vergrössert, die andre verkleinert, 
wohl selbst in ihr Gegentheil verkehrt. Es wird nicht nöthig 
sein, auf diese einfachen Verhältnisse hier näher einzugehen. 



§. 86. Berechnung der Tragheitsradien. 

Die im Vorigen vorkommenden Betrachtungen beruhen we- 
sentlich auf der Kenntniss des Trägheitsradius l, über dessen 
Berechnung denn hier einiges beigefügt werden mag. 

Gemäss der bei Einführung von x, A gegebenen Definition 
(82), p. 98 war k*q das Trägheitsmoment des Querschnitts in Be- 
zug auf die FAxe (welche in dem vorhin behandelten Falle ge- 
gen die Biegungsebene senkrecht war), K*q ebenso das Trägheits- 
moment für die JTAxe; also 

X^q = I oc^dq, 7i*q == ly^dq. 

Damit war die Bestimmung dieser beiden Grössen auf die Be- 
rechnung zweier Integrale zurückgeführt, vorausgesetzt, dass die 
Lage der Hauptaxen bekannt vorlag. Anders aber wenn diese 
selbst erst gesucht werden müssen. 

Sind zunächst irgend zwei durch den Schwerpunkt gelegte 
auf einander senkrechte Axen gegeben, ^, J', und nennen wir 
r, g) die Polarcoordinaten eines Elements dq mit den rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y\ so sind, in Bezug auf ein Coordinaten- 
system , dessen ZAxe mit X den Winkel «, mit Y' den Win- 

kel a bildet, die Polarcoordinaten desselben Elements 

2 

X'=^r cos (9 — a), y = r sin (g? — of), oder man hat 

a; = r cos (g) — a) == x cos « + y' sin a 
y = r sin (9 — a) = y cos a — x sin a. 

Denken wir uns nun unter X, F die Hauptaxen des Quer- 
schnitts, deren Lage bekannt ist, sobald man den Winkel a ge« 
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funden, so hat man nach § 28 zur Definition der Hauptaxen 
die Bedingung: 

(20) ,, ,0 = I ocy dq = j [x' cos a + y' sin ci) (y'cos a — a:'sin a) dq\ 

die Trägheitsmomente X^q, y^q aber bestimmen sich durch die 
Formeln : 

A'g = 1 x^dq = / {x cos a + y' sin uf dq 



(21) . . . 



'i^q = I y*rfg = 1 (y' cos « — X sin «)* d^'. 



(21) 



Nehmen wir nun an, es sei die Grösse des Querschnitts 
bestimmt, und man habe zugleich für das ursprüngliche Coordi- 
natensystem die drei Integrale 

/ xHq, • / xydq , / y * dq 

berechnet. Setzen wir 

.t.<l=jx^dq 

so gehen die Gleichungen (20), (21) in die folgenden über: 

{A* = «jj sin'a — 2«^^ sin a cos « + a^^ cos*a 
3C*= öjj cos*a + 2ai2 sin a cos a + «« sin'a 
= ffjj sin cf cos a + öj, (sin'a — cos*«) — a^^ sin a cos er. 

Aus diesen drei Gleichungen sind a, X, x, Lage der Haupt- 
axen und Grösse der Trägheitsradien zu berechnen. Zu diesem 
Ende kann man zwei Wege einschlagen. 

Der nächstliegende besteht darin, dass man aus der letzten 
Gleichung mit Hülfe der Formel 

,^ ,v 2sin a cos a 2 a. 

(24) .^.».. .. o. = ig 2« = 



\t 



cos'« — sin*« 



«11 — «2t 



den Winkel a berechnet. Dies führt auf zwei Werthe von 2«, 
welche sich nur um zwei Rechte von einander unterscheiden. 
Unter diesen giebt es stets einen, für welchen auch noch: 
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(24") sin 2 a = 



2a 



12 



^/Ki-««r+4a,/ 



cos2cif== 



a 



ii 



a 



2t 



Wählen wir diesen und führen mittels der Formeln 



cos'a 



1+ cos 2a 



1 — cos 2a 



sm'a = 



sm a cos a 



sin 2a 



2 ' 2 ' 2 

die Werthe von cos a, sin a in die Ausdrücke von x, X ein, so 



(25) . . 



ergiebt sich: 

^' = i {«II + «22 - /(«22 - «ll)' + 4«i2*} 

^^= \W + «22 + /(«22-«il)* + 4«,,'}" 

Der zweite, elegantere Weg besteht darin, dass man zu- 
nächst die erste Gleichung (23) mit cos a, die dritte mit — sin a, 
oder die erste mit sin a, die dritte mit cos a multiplicirt , und 
sodann die zweite mit cos a, die dritte mit sin et, oder die zweite 
mit sin a, die dritte mit — cos a, Addirt man jedesmal die er- 
haltenen Paare von Gleichungen, so ergiebt sich: 



(öjj — x') cos a + öj, sin a = 
«jj cos a + (ajj2 — ^*) sin a = 0. 



(öjj — X^) sina — «,, cosa = 
— a„ sin a + [a^^ — V) cosa = 

EUminirt man den Winkel a aus jedem dieser Systeme, so er- 
giebt sich für X*, A* dieselbe quadratische Gleichung, welche, wenn 
man durch z die Veränderliche darstellt, die Fonn 

(«Jl — A («22 — ^) — «12* = Ö 

hat. Die Auflösung dieser Gleichung giebt 

^ = i {«« + «22 ± /(«22 - «ii)* + 4a„* }' 
und damit unmittelbar die oben in (25) angegebenen Werthe von 

x^ r. 

Als Beispiel werde ich den Fall 
eines Parallelogramms behandeln, 
dessen eine Seite, der F'Axe paral- 
lel gerichtet, die Länge n hat, wäh- 
rend die andre , m , den Winkel y 
gegen die erste bildet. Führt man 
schiefwinklige Coordinaten r, s ein, 
welche den Axen parallel gezählt 
werden, und setzt demgemäss: 




X 



= s sin y , y' = r + Ä cos y. 
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betrachtet man ferner als Element der Fläche ein kleines Parallelo- 
gramm mit den Seiten dr , ds siny, so hat man: 

jr = aj3 siny, und 

tn n 
2 T 

ö,j . ofjS siny = / f (r + s cosyf dr ds siiiy 



m n 



m ^ 



öjjj . aj5 siny = / j $^ sin^y .dr ds sin y 



tn n 
2" "2" 

«t n 
2" 2" 



öj, . aß siny = 1 15 siny {r + s cosy) Jr J5 siny 



m n 
7^ ~^ 



oder, nach Ausfuhrung der Integrationen: 

m* + «* cos*y «* siii*y 

«u -= i^ «., = —12—' 

n* siny cosy 

Daher geb^n die Gleichungen (24^) für die Lage der Hanpt- 
axen die Bestimmung: 

in* + n*cos2y 



cos 2 a = 



sin 2a = — 



j/w* + n* + 2m* «» cos2y 
n^ sm2y 



j/ w* + «* + 2m* «* cos 2y 

Die Gleichungen (25) aber liefern die Trägheitsradien der 
Hauptaxen selbst: 

A* = ^^ {m* + n* — j/m^ + »^ + 2m* n*cos 2y } 

X* = ,iy {m* + n* + ^m* + «* + 2m* n* cos2y} . — 

Schon in § 30 ist darauf hingewiesen worden, dass wenn 
in dem Querschnitt eine Symmetrieaxe existirt, diese zugleich 
eine Hauptaxe ist. In diesem Fall ist also das Coordinatensystem 
JT, Y ohne Weiteres bekannt, und es bleibt nur die Aufgabe, 
die Integrale 
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1? qz=z \(x? dq, 7i^ q = j y^ 



dq 



direkt zu berechnen. Man kann sich, um die Rechnung durch- 
zuführen, die Fläche in Streifen getheilt denken, entweder par- 
allel der ZAxe, von der Breite dy, oder parallel der FAxe, von 
der Breite dx. Hält itian die erste Vorstellung fest, und inte- 
grirt, indem man dg = dxdy setzt zuerst über einen solchen 
der ^Axe parallelen Streifen, dessen Endpunkte die Coordinaten 
Xq, x^ haben mögen, so findet sic^ 

wo die Integration sich nun noch in der Richtung der TAxe 
über alle Streifen erstreckt, aus denen der Querschnitt besteht; 
dabei sind dann x^, x^ aus der Gleichung der Begrenzungscurve . 
durch y auszudrücken. 

Hält man hingegen die zweite Vorstellungsweise fest, und 
integrirt zuerst parallel der ZAxe, so kommt: 

X^ q =Jx' {y,-y,) dx, X* q = J^-t^ dx; 

die Endcoordinaten y^ , y^ des Streifens sind durch x mittels der 
Gleichung der Begrenzungscurve auszudrücken, und sodann nach 
X über alle Streifen zu integriren,' in welche die Fläche zer- 
legt war. 

Ist die Fläche ein Rechteck mit den Seiten a, b, so ist nach 

der ersten Anschauungsweise rcj = — Xq = — , und die Grenzen 

für y werden , -; so dass 

^ 2 2 

e/ 12 ^ 12 12 

2 

4 






Ist die Peripherie des Querschnitts eine Ellipse, und stellt 
man diese etwa durch die Gleichungen 
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a: = ö cos 9, y = b sing) 
dar, wo a, b ihre Hauptaxen bedeuten, So wird 

o:, = — rCy = a cos 9, dy = b cos 9 dtp, 
und die Grenzwertlie, welche <p für die äussersten, der ZAxe 

parallelen Streifen annimmt, sind — -, + -r- Daher 

n 



1« _2«»& /• 

^ • ^ — ~^ j cos^ q) d(p = 



n 
"2 



2 

X* . jr = 2a^b I sin'g) cos' 9 c/g? = — , 



n 
2" 



oder, da g = ab 7t: 

Die Lage der Hauptaxen wird endlich nothwendig unbe- 
stimmt, sobald gleichzeitig a^^ = 0, a^^ = a^g, wo dann tg 2« 
die Form § annimmt, In diesem Fall findet sich ferner aus (23)'. 

A* = X* = a^^, ^ 

so dass jede Axe Hauptaxe sein kann, und immer dasselbe Träg- 
heitsmoment besitzt. Es werden also dann alle Trägheitsmomente 
einander gleich, wie man auch die Axe legen mag, und in 
diesem Fall genügt die Berechnung eines einzigen Integrals. 

Dies tritt z. B. immer dann ein, wenn der Querschnitt zwei 
Symmetrieaxen besitzt, welche gegen einander nicht senkrecht 
sind. Jede Symmetrieaxe konnte nach dem Vorigen nämlich als 
Hauptaxe angesehen werden; die beiden Symmetrieaxen führen 
deswegen auf zwei verschiedene Hauptaxensysteme, und diese 
können nur dann existiren , wenn es deren unendlich viele giebt, 
d. h. wenn jede Axe als Hauptaxe betrachtet werden kann. 

Ein Beispiel bildet ein regelmässiges Polygon. Die Berech- 
nung des einen Integrals geschieht dabei leicht auf folgende 
Weise. Da A* = x^ so ist auch 

r g =Jx' dg =Jy' dg = i^ßa^+y') dg. 
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Da nun x* + y^^das Quadrat des Abstandes von dq bis zum 
Mittelpunkt ist, so ist in diesem letzten Integral keine Spur von 
der zufalligen Lage des Coordlnatensystems mehr vorhanden, und 
denkt man sich, also dasselbe in 2n Theile getheilt, deren jeder 
sich auf eines der 2n Dreiecke bezieht, die ihre Spitze im Mit- 
telpunkt und die Hälfte einer Polygonseite zur Grundlinie haben, 
so muss jeder dieser 2n Theile denselben Wertli haben. Dehnt 
man demnach die Integration nur über die Fläche eines solchen 
Dreiecks aus, so hat man: 



X'g = nj[a^+y')dq. 



Legen wir jetzt, um das Integral für ein einzelnes Dreieck 
zu berechnen, das Coordinatensystem so, dass der Anfangspunkt 
wie früher bleibt , die ^Axe aber mit der zur Polygonseite senk- 
rechten Kathete zusammenfällt. Zerlegt man die Fläche des 
.Dreiecks in Streifen von der Breite dx, und bemerkt, dass der 

am Anfangspunkt gelegene Winkel — , also die Länge eines um x 

n 

7t 

vom Mittelpunkte enlfernten Streifens y^ s= x tg - iai, so giebt 
die Integration längs eines solchen Streifens zuerst: 

f{^ +y') dq =Jßx' + y') dxdy -^JifVi + y) dx 

Ist nun« die Seite des Polygons, also - die eine Kathete des 

Dreickes, — ctq — die andre, so hat man nach x noch von bis 

— ctg - zu integriren, und findet also 

/a jry 



oder 



= 6-4 (^'^n+^'^'^«)' 



und endlich 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 25 
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Indess ist der Inhalt des soeben betrachteten Dreiecks 



a* n 



— ctg — und also 
8 ^ n 



ncf n 

-T- ctg -\ 

4 n 



daher : 



»•=s(«»'; + l> 



was zu finden war. — 

Ich komme nun zur Entwickelung einer Formel, welche ge- 
stattet, das Trägheitsmoment eines zusammengesetzten Querschnitts 
aus den Trägheitsmomenten seiner Theile zu finden. Die ganze 
Aufgabe der Bestimmung von x, X kam, wie man sah, auf die 
Bestimmung der drei Integrale 



a^iq^Jy^dq, a^^q= jx^dq, a^^q=Jxy 



dg 



zurück, wo die X, T beliebige durch den Schwerpunkt gelegte 
rechtwinklige Axen bedeuten. Nehmen wir nun an, der Quer- 
schnitt bestehe aus einzelnen einfacheren Theilen, deren Schwer- 
punkte in jenem Coordinatensystem die Coordinaten 

haben. Legen wir nun durch diese Schwerpunkte Axen -T,, F,; 
Xj, Fj . . ., welche den Axen X, Y parallel sind, und bestim- 
men jedes Element dq^ des ersten Theils durch die Coordinaten 
x^ , ^1 bezuglich der Axen X^ , F, ; beziehen wir ebenso jedes 
Element dq^ des zweiten Theils auf die Axen X^, T^, und be- 
zeichnen seine Coordinaten durch x.^^ y^ u. s. w. Alsdann ist 
im ersten Theil 

x = x, + a,, y = y^+ß^, 

im zweiten 

oc = x^ + a^^ y = y^ + ß^, 

u. s. w. Daher, wenn wir die einzelnen Integrale rechts nur 
über die entsprechenden einzelnen Theile des Querschnitts aus- 
dehnen : 
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=fy,'dq, +fy,' dq,... + ß,' fdq, + ß.'fdq, . . 
+ ^\ßifyidq, + ß,fy,dq,..] 
jx^dq=^J[x^+€t^fdq^ + J {x^ + cc^Y dq^ . . . 

=J ^i* dqi +Jx^*dq^...+ a,* / dq^ + u^j dq^ . . 
+ 2 I«, jx^ dq^ + «2/^2 dq^ + "' \ 
jijcydq = j[x, + «J {y^+ ß,) dq, + J (^g+aj [y^+ß,] dq,.., 

+ «1 J yi dq^ + cc^J yidq^,..+ ßj x^dq^+ß^J Xidq^ . . . 

Hier sind die Integrale f dq^, 1 dq^, . . nichts anderes, 

als die Flächen g, »•^'j... der einzelnen Theile. Es sind aber 
ferner 

Ai dqj fy^ dq^ 

fdqx ' fdq, 

die Coordinaten des Schwerpunkts des ersten Theils bezogen auf 
das Coordinatensystem ^,, F,; und da in diesem der Schwer- 
punkt der Anfangspunkt war, so müssen jene Coordinaten noth- 
wendig Null sein, also die Zähler der angegebenen Ausdrücke 
verschwinden. Ebenso hat man 

/ ^2 dq,i = 0, f y, dq^ = u. S. w. 

Endlich haben die Grössen 

j ^,* dq,, J x^ y^ dq^,. J y^ dq^ 

für den ersten Theil genau dieselbe Bedeutung, wie «„§', 
a,2^, a^^q in Bezug auf den ganzen Querschnitt. Bezeich- 
nen \^1r diese Integrale demnach durch «„'ö', , ^\2^\* ^22' ^i» 
ebenso die analogen Grössen für den zweiten Theil durch «,i'V«» 

25* 
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^\i ^%* ^»2" ^2 ®^^» s^ erhalten wir aus den obigen Gleichungen 
zur Berechnung von a,j, a,^, a^^ folgende Formeln. 

«iiÖ^ = «n'ö'i + «h'V« • • • + ^Ö'i + ^^^^ • • • 
«220^ =«22' 0^2 + «22".Ö'« • • • + i^i'ö^, + i^/ö^, . . . 

wodurch die Berechnung jener Grössen für den ganzen Quer- 
schnitt auf die Berechnung der entsprechenden Grössen für 
die einzelnen Querschnitte und die Bestimmung ihrer Schwerpunkte 
zurückgeführt ist. 

Eine wesentliche Vereinfachung erfahren diese Formeln, 
wenn etwa sämmtliche Schwerpunkte auf einer Geraden liegen, 
welche zugleich Hauptaxe der einzelnen Theile ist. Diese Gerade 
ist dann auch Hauptaxe des ganzen; wählen wir sie zur ZAxe, 
so verschwinden sämmtliche a^^, sowie sämmtliche ß, und die 
a^^ gehen in die entsprechenden X\ die a^^ in die x* über. Man 
erhält so die Formeln: 

Vq = k*q^ + X^^q^ . . . + (x^q^ + ^t q^ * • • 
%'^q = ii^^q^ + Vö'z- • • 

Diese Formeln sind auch dann noch anwendbar, wenn ein- 
zelne Querschnittstheile als Flächenstücke auftreten, welche aus 
andern herausgeschnitten sind ; wo denn nur erstere mit negativen 
Zeichen eingeführt werden. 

Ich werde diese Formeln insbesondere auf den Fall eines 
Hohlkörpers anwenden, dessen Querschnitt durch zwei ähnliche 
und ähnlich gelegene Figuren mit gemeinschaftlichem Schwer- 
punkt begrenzt wird. 

Setzen wir also die Flächen aus zwei Theilen zusammen, 
deren einer die volle Fläche, deren anderer der herausgeschnittene 
Theil ist. Da die Schwerpunkte beider zusammenfallen, so ver- 
schwinden auch die cc\ und sind ^, , g.^ die Flächen, A, , x,, X^, x, 
die Trägheitsradien beider Theile , so erhält man nach dem Vori- 
gen für den ganzen Querschnitt die Formeln: 

r'q = X,^q^ — y g,, vJ'q = x«, q, — %^q^, 

oder da offenbar ^ = ^j — q^ ist : 

j^2^ V^i— Vg» 3^2^ ^iVi— V g2 
^i — q^ ' Ö^i— 0^2 

Vergleichen wir diese Trägheitsradien mit denen eines Quer- 
schnitts, welcher von ähnlicher Form, aber voll ist, und dessen 
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Grösse der des gegebeneu gleich kommt, der also einem vollen 
Stabe von gleicher Masse angehört. Die diesem Querschnitt ent- 
sprechenden Grössen seien durch den Index bezeichnet; es ist 
dann zunächst 

2o = ^i — ^r 
Aber, wenn man annimmt, dass jede Linie des ganzen Quer- 
schnitts q^ aus einer entsprechenden von q^ durch eine Ver- 
grösserung im Verhältniss von 1 : m, jede Linie in q^ durch 
Vergrösserung im Verhältniss von 1 : n entstanden sei, so hat 
man auch: 

mithin 

1 = w' — n\ 

und die Formeln für A^ x* werden : 

A* = V ( ^^ + w'), «' = V ( 'w' + ^') 
= V (2m«— 1) , = jCq« (2m«— 1). 

Erinnern wir uns nun, dass das Tragvermögen dem Verhält- 

niss -=- proportional wurde, dass aber offenbar ä, die Entfernung 
h 

der am meisten entfernten Faser von der Drehungsaxe, = h^ m, 

so wird: 



- ^ -f (2m ), 

h Äq \ m/ 



und das Tragvermögen des hohlen Stabes ist also ge- 
gen das des vollen Stabes im Verhältniss vonl:2m 

° m 

vergrössert, wenn die Dimensionen der äussern Figur 
gegen die der vollen Figur im Verhältniss von l:m 
vergrössert sind. 



§ 87. Biegung unter dem Einflnss stetig vertheilter Kräfte, 

verbunden mit Einzelkräften. 

Von den Formeln des § 84 kann man leicht zu dem Fall 
übergehen, wo nicht blos stetig vertheilte Kräfte auf den Stab 
wirken , sondern wo auch an einzelnen Stellen besondere Einzel- 
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kräfte angebracht sind. Man kann dies so behandeln, dass man 
von den stetig vertheilten Kräften sich einen Theil abgesondert 
denkt und diesen dann so einrichtet, dass nur innerhalb sehr 
kleiner Theile des Stabes diese Kräfte einen sehr grossen Werth 
erhalten, an allen übrigen aber verschwinden. Diese stetigen 
Kräfte gehen dann in Einzelkräfte über, und die Formeln des 
§ 84 liefern leicht die betreffenden Biegungen. 

Eine natürlichere Methode ist vielleicht die, ^o man von vorn 
herein sich durch die Angriffspunkte der Einzelkräfte den Stab in eine 
gewisse Anzahl von Theilen zerlegt denkt. Für jeden dieser Theile 
hat man dann eine besondere Gleichgewichtsbedingung anzusetzen; 
und jede derselben hat eine etwas andere Form, da jede der Ein- 
zelkräfte nur dann bei der Aufstellung der Gleichungen zu berück- 
sichtigen ist, wenn der betreffende Theil des Stabes sich zwischen 
z = und ihrem Angriffspunkte befindet, nicht aber, wenn der- 
selbe zwischen diesem Angriffspunkte und dem andern Ende des 
Stabes liegt. 

Bezeichnen wir die Ausschreitungen in den verschiedenen 
Theilen des Stabes durch u^, u^ ... m„, die Entfernungen der 
Angriffspunkte der Einzelkräfte JP^, P^ ... P^ von dem Ende z = 

durch /j, /j + /g, ?! + /j + ^3 • • •» s^ ^^ss h» h ' - ' h ^^® ^^^' 
gen der einzelnen Stabtheile sind, und ist endlich M das Moment 

der stetig vertheilten Kräfte, so hat man die Gleichungen an- 
zusetzen : 

Eql* —J = M+P,(lr^)+P,{l,+h-z)...+P„{l,+l,...h-z) 



(26). 






^^^'S^ = ^ +/>.(/,+/,.. V4 



Die Integration jeder dieser Gleichungen führt zwei willkür- 
liche Constanten mit sich. Zur Bestimmung derselben hat man 
die äussern Bedingungen, denen die Enden des Stabes unterwor- 
fen sind; vor allem aber die Bedingung, dass der Stab ein con- 
tinuirliches Ganze bilde , dass also überall, wo zwei Theile des 
Stabes zusammenstossen, die Verschiebungen u und die Winkel 
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der Tangenten gegen die ZA\e, aus jedem der Stabthcile be- 
rechnet, denselben Werth geben. Man hat also für 

du. du^ 
du. du^ 



Wenn man diese Bedingungen berücksichtigt, so stellen die 

ersten Integrale der Gleichungen (26) sich sofort unter der 
Form dar: 

dz 2Eqk^ 2EqX^ '" 2Eql^ 



+ 






du,^ _ P^[l^ + l—zf _ P,{l, + l,,..l,— zY 

dz 2EqX^ • * 2Eqk^ 



X 



'Mdz 



dz 2Eql* 

^ 

Man sieht, dass die Bedingung, es solle für « = /, --*=:-— ^' 

dz dz 

iür z = L + L, — -?= —^ werden etc., nichts weiter erfordert, 
^ * dz dz 

als dass die Integrationsconstante cc überall dieselbe sei. Ganz 

ebenso giebt eine nochmalige Integration: 
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(26a) . 



«. 



p, {i-^y . p.jij+h-'^y , Pn{i, +',-•• i-zf 

+ 4> TTt.. ^9 ••• "T 



&£qX* 



f^Eql^ 



^EqX^ 



T T 



r rmzd 



+ «z +/J 



tt- = 



Pr ih+K-'Y , PJ}i+h ■ ■ ■ t-zf 

~ • • • r 



dEql^ 



6EqX^ 



% X 



// 



Mdzdz . . « 

:^^ + "^ + ^ 



«u. 



p.(/, +/,... /.-*)• 



6i:yA« 



U 



Mdzdz 
Eql^ 



+ «z + /S. 



Auch hier erfordert die Bedingung, dass für z = 1, w, = u,, 
für z ==/,+/, , M, = M3 etc. , nichts weiter als dass die Con- 
stante ß in allen diesen Gleichungen denselben Werth habe. Die 
Bedingungen für die Continuität des Stabes sind hiedurch sämmt- 
lieh erfüllt, und es sind nur die Constanten u, ß übrig, welche 
den anderweitigen Bedingungen gemäss zu bestimmen sind. 

Das obige System ist auch dann noch zu benützen, wenn die 
Kräfte P nicht bekannt, sondern selbst unbekannte Druckkräfte 
sind, welche in etwaigen Unterstützungspunkten auftreten. Dann 
treten zugleich neben diesen neuen Unbekannten auch neue Be- 
dingungen auf, welche ausdrücken, dass die Lage der unterstütz- 
ten Punkte eine vorausbestimmte ist. 

Ich werde das Beispiel eines gleichförmig belasteten Stabes 
behandeln, welcher mit seinen Endpunkten frei aufliegt, und in 
n — 1 in gleichen Abständen zwischen jenen gelegenen Punkten 
unterstützt wird. Nennen wir / den Abstand zweier ünter- 
stützungspunkte, so ist /^ = /^ . . . = / und n . / die Länge des 
ganzen Stabes. Zugleich mögen die Druckkräfte, welche von den 
Unterstützungspunkten und dem Widerlager bei z = / auszuüben 
sind, durch Q^, Q^ " On dargestellt werden, wo denn -P,= — öj, 
Pj = — Ö2 . • •• Endlich ist, wenn G das Gewicht für die Längen- 
einheit bezeichnet: 
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Und so geht das System der obigen Gleichungen über in: 

_ _ Q,[l-zf _ Q,[^l-zf _ OnJnl—zY 

G /n^Pz^ nlz^ z*\ 

^+^'(-^-^ + 2-4) + - + ^ 

0,(2/— 2)' Q„{nl — zY 



ßEqk^ 



6EqV 



, G /n'P«' n/z» ,z'\, , « 



w. 



Qn{nl-z)' 



QEqk^ 



+ 



G (n^l^z 



\ 4 ~^ ^ 




+ a« + 15. 



Eq}} \ 4 6 

Die Bedingungen , denen die Constanten unterworfen sind, 
bestehen nun zunächst darin, dass in allen Unterstützungspunkten 
die betreffenden Grössen u verschwinden müssen. Setzt man also 
für 2 = 0, M^ cri: 0, für z := /, M^ = w^ = ^ ctc. SO erhält man 
die Bedingungen: 

1'. 0. +2'. Q, + 3'. Q, ... + n>Q,= ^' . ß 

!'• Ö.+2'. Q, ... +(«-im = ^-^ (1 .«/. + ß} 



(27). 






Gl 



l'P.... +(n-2)U= ^' (2«/ + ß) 






Gt 



l'.ö.= 



6EqX^ 



[(„_!) „/+(J3 






= 



(n«/ + ^) 



+ e-^ - -■ » + -:) - 
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Zu denselben treten noch zwei andere, welche ausdrücken, 
dass an den frei aufliegenden Enden keine Krümmung stattOndet, 

dass also -r-s f ür « = und z = l verschwindet. Der zweite 

dieser Bedingungen ist inzwischen, wie man leicht sieht, schon 
erfüllt, die erste giebt: 

(28) ßi + 2ö, + . . . «ß„ = ~ 

Um nun aus den Gleichungen (27), (28) die Unbekannten 
i?i» ^2 * * • ^n zu finden, kann man folgendermassen verfahren. 
Welches auch die Zahl t sein mag, immer hat man die Gleichungen: 



(,•+4) -4(1 + 3) + 6(; 
(,• + 4)« — 4(,- + 3)* +6( 
(,• + 4)' - 4{,- + 3)' + 6( 
(,•+4)*— 4(i + 3)* + 6(; 



+ 2) — 4(i +1) +,• =0 

+ 2)« — 2(i + 1)« + f* = 

+ 2)3 — 4(t + 1)» + f3 = 

+ 2)* — 4(i + 1)< + t^=24. 



Addirt man also zu jeder der Gleichungen (27) die vier fol- 
genden, bezüglich multiplicirt mit — 4, + 6, — 4, + l,so 
erhält man das einfachere System: 



(29) 



Q^ + 4(?3 +04= ^Gl 



[ ön-8 + 4(?„«2 + i?«_i = 6C/, 

welches, verbunden mit den letzten vier Gleichungen (27) jenes 
System ersetzt. Bestimmt man zunächst aus '(29) die Q durch eine 
möglichst geringe Anzahl unter ihnen, so bleiben nothwendig zwei 
unbestimmt; oder mit andern Worten, es wird dem System auf 
die allgemeinste Weise genügt, wenn die Lösungen zwei willkür- 
liche Zahlen enthalten. Dies aber erreicht man immer, wenn man 

0,= Gl + Ap' + Bq' 

setzt, unter p, q die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

2;« + 42 + 1 = 

verstanden. Denn setzt man 

(30) . . . / + 4;> + 1 = 0, 5^' + 4sr + 1 = 0, 

und führt die Werthe der Qi in die Gleichungen (29) ein, so 
werden jene Gleichungen identisch erfüllt, und A, B bleiben ganz 
willkürlich. Da nun aus der quadratischen Gleichung 
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/> = — 2 + /3", q = — 2 ^ \/z 
folgt, so hat man: 

(Q^ =Gl + A{—2 + n) +B[-2 — n) 
(31) J ^^ =Gl + A{-2 + yzf +B[-2- y^f 

Q^, = (?/ + ^(— 2 + y^)-' + B{— 2—yz)^\ 

Ferner aber folgt, wenn man zu der viertletzlen Gleichung 
(27) die drei folgenden addirt, multiplicirt mit — 3, 3, — 1, 
oder zur drittletzten die beiden folgenden, mit — 2, 1 multiplicirt: 

(32) \ 7 

was denn, verbunden mit (28), genügt, um A, B, Q^, und also 

die ganze Druckvertheilung zu ermitteln. Man kürzt inzwischen 

die Betrachtung durch die Bemerkung ab, dass wegen der Sym- 
metrie der Anordnung nothwendig; 

Q, = ön-l, Qt = ön-2... 
oder allgemein 

Ap' + Bq^ =: Ap"^ + Bq""-*. 

Da nun wegen der quadratischen Gleichung das Product pq 
gleich 1, oder q = — ist, so schliesst man, dass diese Gleichung 

nur für alle Werthe von i bestehen kann, wenn 

^p« = B. 
Ausserdem erhält man aus (32): 

0n^2 + 4(?n-i = ^ Gl, 

oder: 

Gl 
A{p^^ + 4p»-») + Biq^"' + 4q-') = -- ; 

oder auch, wegen der quadratischen Gleichung: 

Ap^ + Bq^ = — j- 

Das mit der vorigen Gleichung für ^, ^ verbunden, giebt 

sofort, indem wir q durch - ersetzen: 

P 



2 1 + p»' 2 1+jp« 
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Und sonach werden die Druckkräfte ß, , öf • • • 2ius (31) 
durch die allgemeine Gleichung dargestellt: 



^'=^'0-fln^) 



wo 

p = _ 2 + ^. 

Eine Ausnahme von dieser Formel macht nur Q^, welches 
nach (32) den Werth 



^- = ^Mli + I2(l+p-)l 



annimmt. ^ 

Die Druckvertheilung ist durch diese Formeln völHg gegeben. 
Man bestimmt auch leicht aus den letzten Gleichungen (27) die 
Constanten a, ß und demnach die Verschiebungen selbst, was 
indess hier kein hervorragendes Interesse hat. 

Auch kann man von diesen Resultaten ausgehend, leicht den 
gefährlichen Querschnitt, d. h. denjenigen bestimmen, in welchem 

- den grössten Werth hat. Dabei ist nur zu bemerken, dass 
Q 

ausser den Punkten eines wirklichen Maximums der Krümmung 
und den Endpunkten hier auch noch die Endpunkte der ver- 
schiedenen Stabtheile, also die Angriffspunkte der Druckkräfte 
selbst in Betrachtung kommen. Es genügt diese Punkte hier 
angedeutet zu haben. 



§ 88. Veränderliche Querschnitte. 

Wenn man es sich gestatten will, so kann man ganz ähn- 
liche Betrachtungen auch dann noch anwenden, wenn die ver- 
bundenen Stabtheile verschiedene Querschnitte haben ; wobei denn 
in den Formeln des vorigen § nur auch q . A* von Theil zu Theil 
sich ändert. Diese Anwendung ist nicht mehr völlig streng, indess 
wohl zu gestatten, sofern die Abweichungen der aufeinanderfol- 
genden Querschnittsformen nicht sehr gross sind. 

Mit viel grösserer Strenge kann man Jene Formeln, unter 
geringen Modificationen, benutzen, wenn neben Einzelkräften auch 
die stetigen Kräfte, also die forllaufenden Belastungen an gewissen 
Stellen sich sprungweise ändern. Alsdann sind die Ausdrücke 
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von M selbst in den verschiedenen Stabtheilen verschieden; da 
inzwischen dabei an der Methode nichts geändert wird, so genügt 
es, auf Probleme dieser Art und ihre Behandlungsweise hingewie- 
sen zu haben. 

An die Betrachtung sprungweise veränderlicher Querschnitte 
knüpft sich leicht die Betrachtung eines Körpers, dessen Quer- 
schnitt, innerhalb enger Grenzen, sich stetig verändert. Dieser 
Fall ist natürlich strenge genommen in den Formeln, welche wir 
hier zu Grunde gelegt haben, nicht enthalten; doch kann man 
sie mit einiger Annäherung auch dann noch für passend erachten, 
wenn die Veränderungen der Querschnitte, so wie ihre absoluten 
Grössen, hinlänglich klein sind. Man hat in den Grundformeln 
§ 84 (9), (10), dann nur q sowohl als k als eine gegebene Func- 
tion von z zu betrachten, im Uebrigen aber genau so zu ver- 
fahren , wie dort geschehen. 

Man kann indess aus diesen Betrachtungen insbesondere das 
Problem ableiten, die Veränderung der Querschnitte so zu be- 
stimmen, dass der Stab in jedem seiner Querschnitte gleich stark 
in Anspruch genommen sei, dass also die Spannung- der äusser- 
sten Faser in jedem Querschnitt dieselbe Grösse habe; eine Auf- 
gabe, welche für gewisse Rräftesysteme wenigstens gelöst werden 
kann, welche für andre oiTenbar unmöglich ist und keinen Sinn hat. 
Ich werde dabei immer voraussetzen, dass die auf das Innere 
wirkenden Kräfte nur von z, nicht von der Lage des Punktes im 
Querschnitte abhängen, wie dies mit grosser Annäherung meistens 
der Fall ist. Alsdann nehmen ü, V die Form A.q\ B.q an, und 
es sind dann A, B die Componenten der auf das Innere wirken- 
den Kräfte, bezogen auf die Volumeneinheit. 

Bei dieser Aufgabe erscheinen die Grössen q, l als Unbe- 
kannte des Problems. Da es deren zwei sind, so ist die Aufgabe 
nicht völlig bestimmt, sondern man kann über die Gestalt des Quer- 
schnitts noch in einer gewissen Weise verfügen. Ich wlferde an- 
nehmen, sämmtliche Querschnitte seien ähnliche Figuren von ge- 
gebener Form, deren Schwerpunkte im natürlichen Zustand eine 
gerade Linie, die ZAxe, bilden. 

Bezeichnen wir nun durch q^ den Querschnitt am Ende 2=7, 
durch l^ seinen Trägheitsradius, durch h^ die Entfernung seiner 
äussersten Faser von der FAxe des Querschnitts. Für jeden an- 
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dern Querschnitt seien dieselben Grössen durch q, X, h bezeich- 
net. Der Aehnliclikeit der Figuren wegen ist dann: 

(33) « = A~^" ^ = h^^' 

SO dass die Grösse h als einzige Veränderliche zurückbleibt, und 

ab Function von z zu bestimmen ist. Die gefundene Gleichung 

h = f(z) hat sodann eine einfache geometrische Bedeutung; die 

entferntesten Punkte der Querschnitte, auf die ZZEbene projicirt, 

bilden eine Curve, deren Gleichung h=f[z) ist. 

Die grösste Spannung in jedem Querschnitt stellt sich nach 

Eh 
§ 85 durch die Grösse — dar. Damit also diese Spannung für 

alle Querschnitte derselbe sei, muss - überall denselben Werth 

haben, und bezeichnet wieder T den Werth dieser grössten 

Spannung, so hat man 

h_T 

Q E 

Setzt man nun aus dieser Gleichung für - = -—; seinen 

Q dar 

Werth in die Gleichung (9), und drückt auch q, A aus (33) durch 

^ aus, so erhält man: 

= {/), + K[l -z)+ 1^, /^(^- ^) ^"^' 

z 

Um aus diesen Gleichungen h zu entwickeln, differenzire 
ich zunächst, wodurch sich die Gleichung 

^ ' h* dz Ä • J 

Z 

ergiebt; setzt man noch in der ursprünglichen Gleichung z = l, 
so findet sich die Grenzbedingung; 

(35) ZM!=(^'),. 

Ist in dieser Gleichung das Drehungsmoment [Ä\ gegeben, so 
wird dieselbe massgebend für die Grösse dieses letzten Querschnitts. 
Denn da die Form des Querschnitts gegeben sein soll, so sind 
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?L, J. gegebene numerische Grössen, und es findet sich daher aus 
der obigen Gleichung: 

wo nunmehr rechts alles bekannt ist. 

Setzt man in der Gleichung (34) 2: = /, so ergiebt sich 

Man erhält hieraus die Tangente des Winkels, welche die 
geometrische Tangente der oben erwähnten Curve ä = /* (z) am 
Ende gegen die Stabaxe bildet: 

Es zeigt sich, dass für [Ä), = die Gössa h^ verschwindet, 

während — -^ unendlich wird. Ist also am Ende kein Drehungs- 
dz 

moment thätig, so erscheint der Stab dort abgerundet. Ist hin- 

/7 h 

gegen iü' = o, so verschwindet — ^; der Stab endet cylindrisch. 

DifiTerenziren wir endlich nochmals die Gleichung (34), so 
erhalten wir für h die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

Die Integration dieser Gleichung führt zwei willkürliche Con- 
stanten mit sich, zu deren Bestimmung die Gleichungen (35), (36) 
dienen , oder wenn man den ersten gemäss h^ bereits bestimmt 
hat, die Gleichung (36) und die Bedingung, dass für z = /, A in 
Äj übergehe. Ich bemerke, dass die Gleichung (37) von der Grösse 

\ nur scheinbar abhängt. Denn wie schon gesagt, ist der Quotient j 

eine reine Zahl, welche nur von der Gestalt des gewählten 
Querschnittes abhängt. 

Sei die Schwere die einzige wirkende Kraft, also A = G, 
wo G das Gewicht der Volumeneinheit bedeutet. Setzt man dann 
der Kürze wegen 
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so geht die Gleichung (37) über in : 

d /.« dh\ 5m 



(«■ t) = 



dz \ dz/ 2 

Dieselbe wird integrabel, wenn man sie mit ä* — multipli- 



cirt; und durch Integration findet man: 
(39) (ä* ^)'= mh' + c. 



Die Constante c bestimmt sich aus den Gleichungen (35), (36). 

dh 
dz 



Denn selzt man z = l, und für h, — die dort gegebenen Werthe, 



so findet sich : 






(41) z = I ,- ;/'; - + Const.. 



Die Gleichung (39) aber giebt dann: 

hm 
"/mh^ + c 

ein Ausdruck, welchen man im Allgemeinen durch Reihenent- 
wickelung behandeln muss, um h durch z auszudrücken. 

Ich bemerke indess, dass das Problem lösbar wird, wenn 
auf das Ende des Stabs keine äussern Kräfte wirken. Es wird 
dann unbestimmt; denn nimmt man nur A^ = an, wodurch 
der wie schon erwähnt rein numerische Werth des in m vor- 
kommenden Verhältnisses —* nicht geändert wird , so sind die 

Gleichungen (35), (36) von selbst erfüllt , so dass jede Bedingung 
zur Bestimmung der Constante c fortfällt. Man kann diese also 
z. B. gleich Null setzen; und es bleibt dann 

" dh 

j/mh 
oder 



'=/^+'' 



Da nun für z = / ä = werden sollte, so ist noch 

(7 = — /, 



und also endlich 



Ä = f (' - 'Y- 
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Die gesuchte Curve ist also eine Parabel, deren Scheitel 
am Ende des Stabes liegt, und deren Axe gegen die Stabaxe 
senkrecht gerichtet ist. Aber diese Curve ist nur eine einzige 
unter der unendlich grossen Anzahl derjenigen, welche die Glei- 
chung (41) in sich schliesst. 

Anders gestalten sich die Verhältnisse, wenn gar keine Kräfte 
auf das Innere wirkend gedacht werden, sondern wenn nur das 
Ende z zz= l Kräften unterworfen ist. In diesem Falle ist A = 0, 
also nach (37) 

(42) ''äz=''' 

und durch nochmalige Integration: 

(43) ^=cr + c. 

Die Gonstanten c, c bestimmen sich den Gleichungen (35), 
(36) gemäss. Entnimmt man nämlich aus jenen Gleichungen die 
Werlhe: 






(^Jl\ — _ :^ i/ J^ — 

\dz)i ~ ^ r q,Xy TA;^ ' 

so geben die Gleichungen (42), (43), für z = l: 

\\d«/i ZT g,l^' 

~ 3 Tq.l,^ 3 

Mit Hülfe dieser Bestimmungen ist endlich die Gleichung 
der gesuchten Curve: 

Wenn auch ^/ :r^ 0, also nur am Ende des Stabes eine ge- 
gen seine Axe senkrechte Kraft wirkt, hat man einfacher: 

h = i/HK . f/T^^z; 

y Tq,\* 
Clebsch, Theorie elast. Körper. 26 
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eine cubische Parabel, deren Scheitel sich im Endpunkte des 
Stabes befindet. 

§ 89. Biegung bei sehr grossem Zug oder Druck in der Bich- 

tong der Längsaze. Säulenfestigkeit. 

Ich kehre zu den Gleichungen des § 83 zurück, um auch 
diejenigen Fälle in Betracht zu ziehen, jn denen eine sehr grosse 
Zug- oder Druckkraft, welche in der Richtung der Stabaxe wirkt, 
die Berücksichtigung der Glieder S [uj — u) in dem Ausdrucke 
von M (p. 365, oben) erforderlich macht. 

Bezeichnen w ir jetzt durch M das Drehungsmoment aller Kräfte, 
welche gegen die Stabaxe senkrecht gerichtet sind, so wird das 
vollständige Drehungsmoment 

M — S [ui — w) , 

wo S, wenn positiv, eine am Ende dex ZAxe parallel wirkende 
Zugkraft, wenn negativ, eine Druckkraft bedeutet; und wo Uj die 
Ablenkung des Endes z = l darstellt. In der Gleichung, von 
welcher die Biegung abhängt: 

(44) Eql'^^= M- S{u,-u) 

ist dann nicht mehr der ganze Ausdruck rechts eine gegebene 
Function von z, sondern nur M ist eine solche. Die Variation 
der Constanten führt einfach zur Integration: auf folgende Weise, 
wobei nur zu unterscheiden, ob S positiv oder negativ ist. 

Sei zunächst S positiv, der Stab einer Zugkraft unterworfen. 
Lässt man M erstlich aus, so integrirt sich die Gleichung: 

(45) Sgl^ -^z=z — S{ui — u) 

durch einen Ausdruck von der Form : 

(46) u = ui+ Ap^^ + Be"^^; 

und indem man diesen Ausdruck in (45) einführt, findet man, 
dass A, B völlig beliebig bleiben, und dass 

Um nun in (44) auch M zu berücksichtigen, denken y\x 
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uns, es habe auch das Integral von (44) die Form (46). Dann 
können natürlich A, B nicht mehr constant sein; vielmehr müs- 
sen sie beide als veränderlich eingeführt werden, und da man 
so zwei Unbekannte statt einer einführt, so kann man zwischen 
beiden eine beliebige Relation festsetzen. Man wählt diese in 
der Weise, dass auch der erste Differentialquotient von u dieselbe 
Form beibehält, wie wenn Ä, B constant wären; so also, dass 
die von der Differentiation von Ä, B herrührenden Theile für 
sich verschwinden. Dies giebt die Bedingung: 

dA az t dB — az 
dz dz 

und wenn man mit Rücksicht hierauf den zweiten Differential- 
quotienten von M bildet und in (44) einführt, so erhält man: 

M dA ciz dB ^ccz 

e e . \ 



j/Eq k^S dz dz 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit der vorigen findet 
man sofort: 

dA az ^ 

e zz^ 



dz 2l/EqX*S 

dB ^^z^ M 

e 



dz . 2l/Eql^S 



und durch Integration: 




dz -f A^ 



j/EqX'S 







so dass der definitive Ausdruck von u der folgende wird: 



ccz I » - — az 



Dieser Ausdruck enthält noch drei unbestimmte Grössen; 

26* 
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Ui selbst, und die Integra tioDscoDstanten Aq, B^. Eine zwischen 
diesen Grössen eintretende Bedingung ergiebt sich von selbst; 
nämlich für z=^l, wo w = i/, wird : 

(48) = ^,£^«^ + B.e-^'K 

Zwei weitere Bedingungen muss die Natur der gegebenen Auf- 
gabe liefern. 

Um nur einen einfachen Fall zu behandeln, nehme ich an, 
der Stab sei ausser S gar keinen äusseren Kräften unterworfen, also 
M = 0\ aber er sei an seinem Ende [z = 0) fest, und gezwun- 
gen eine von der ZAxe sehr wenig abweichende Richtung anzu- 

du 
dz 

für « = 0. Hieraus ergiebt sich, dass der Ausdruck für u über 
geht in: • 

und dass für z = 0: 

= u,+ J,+ B^ 

Hieraus, in Verbindung mit (48) findet man: 
^0 = — 7~Ti 'z:k* -^0 = — 



nehmen. Der kleine Ablenkungswinkel sei e, so dass — = b 



«(e«^+^~«0 «(g«/+e-«0 



cd — cd 

s e — e 

u, = — 



« ^«' + g-«' 



Und der Ausdruck für u wird endlich: 

Ist der Stab einem Druck ^ = — 5 in der Richtung sei- 
ner Längsaxe unterworfen, so erhält man ähnlich aus (44), in- 
dem man zunächst M auslässt: 

Eql^— = J [ui — u); 

eine Gleichung, welche durch den Ausdruck 

(49) u = Ui + A cos ßz + B sin ßz 

integrirt wird. Und zwar sind A, B dabei, wie eine Einführung 
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dieses Ausdrucks in die obige Gleichung lehrt, ganz willkürlich, 
ß aber hat den Werth: 

Wendet man nun den Ausdruck (49) auch zur Integration 
der vollständigen Gleichung 

(51) Eql'^^, = M + J[u,-u) 

an, indem man A, B wieder als Veränderliche betrachtet, so hat 
man, wie vorhin zwischen A, B, eine ßedingungsgleichung so ein- 
zufuhren, das* auch der Differentialquotient von u noch dieselbe 
Form bewahrt, wie wenn A, B conslant wären. Man setzt also 

-—- cos pz + — — sin pz = 0; 
dz ' dz 

und die Gleichung (51) geht dann durch Einführung des ge- 
wählten Ausdrucks von u in die Form über; 

dA dB M 

— — - sm pz + — - cos pz -= 



dz ' dz '^ j/Eqk^J 

Aus dieser Gleichung , mit der vorigen verbunden , findet 

man sofort : 

dA Msinßz dB Mcosßz 

dz ~ 2l/EqWJ ' dz ~ 2j/ Eql^J * 
und daraus durch Integration 

A = I ■ ^ dz +, A, 




^__ _Mcos£. ^ 

'2l/Eq)i'J ' 

SO dass der deßnitive Ausdruck von u folgender wird: 

(52) . . . . u = Ui + Aq cos ßz -j- Bq sin ßz 

i i 

^ . Msinßz _ ö r ^cos/Jz 
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Auch liier enthält u drei willkürliche Grössen Ui, A^, B^; 
auch hier tritt zmschen denselben eine Bedingung ein, die man 
erhält, wenn man gleichzeitig z = /, w = m, setzt; die Bedin- 
gung: 

(53) = AqCos ßl + B^sin ßl 

Zwei weitere Bedingungen müssen die anderweitigen Bestim- 
mungen liefern. 

Betrachten wir wieder den einfachen Fall, wo Lage und 
Bichtung des Elements z = 0, letztere von der ZAxe sehr we- 
nig abweichend, gegeben sind, während andre Kräfte nicht wir- 
ken, also M und die davon abhängigen Glieder nicht vorhanden 

sind. Man hat dann wieder für z = 0, — = f, und also aus 

dz 

(52) die Bedingungen : 

= Ui + A, 

B=ßB,, 

Mit (53) verbunden geben diese Gleichungen: 

^0 = ^ ' ^0 = — ^ lg ^^ "' = ^ ^^ ^^' 

und wenn man dies in den Ausdruck von m einfährt, erhält man 
den Wertli von u in der Form: 

(54) " = |- |s^" P^ + lg /?/ • (1 — cos ßz) I . 

Es ist nun aber zu bemerken, dass seiner ganzen Entste- 
hungsart nach dieser Ausdruck nur innerhalb gewisser Grenzen 
richtig sein kann. Denn da eine Druckkraft angewandt wird, so 
können oflenbar, bei grosser Länge des Stabes, endliche Bie- 
gungen eintreten ; sollte dies aber geschehen, so sind die Grund- 
lagen nicht mehr vorhanden, auf denen die Betrachtung beruht, 
und man muss auf die Betrachtungen des § 53 zurückgehen. 

Diese Einschränkung, wonach also die Formeln nur für massige 
Längen gültig sind, trifft beim Eintreten einer Zugkraft nicht zu, 
ist aber in dem vorliegenden Falle höchst wesentlich, und ihre Ver- 
nachlässigung hat zu den wunderbarsten Vorstellungen geführt, in- 
dem man die obigen Formeln (oder ganz ähnliche) auf die Theorie 
der Säulenfestigkeit anwandle. 

Denken wir uns eine Säule, welche, an ihrem untern Ende 
eingemauert, am oberen Ende durch eine Last J gedrückt wird. 
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Es gilt die Last zu finden, bei welcher eine Biegung der Säule 
beginnt. Lässt man nun, da die Säule unten vertical ist, also 
ilire Richtung mit der der Kraft ^ zusammenfällt, in der Formel 
(54), f = o werden, so wird auch m = 0, also es tritt keine 
Biegung ein. Aber, so lautet der übliche Schluss, dies gilt nur, 
so lange nicht der in u vorkommende constante Nenner cosj5/ 

selbst verschwindet. Tritt dies ein , so nimmt u die Form 7: an ; 

es kann also Biegung eintreten, und zwar jede beliebige, die 
Säule kann in unendlich viel verschiederfen Krümmungen ihr 
Gleichgewicht finden. 

Dies Resultat ist so offenbar absurd, dass es wunderbar 
scheinen kann, wenn man dasselbe eher auf alle Weise sich annehm- 
bar zu machen gestrebt hat, statt den Grund eines solchen Re- 
sultats in dem Nächslhegenden zu suchen, in einer falschen Voraus- 
setzung. Denn in der That ist es klar, dass sobald cosjS/ grosse 
Werthe erlangt, wobei denn w, falls f auch sehr klein ist, dennoch 
merklich w erden kann, die auf kleineVerbiegungen berechneten 
Formeln gar nicht mehr anwendbar sind. Zugleich aber wird es 
dann sofort zweifelhaft, ob die erhaltene Grenze cosj5/ = 0, oder 

/ = — r wirklich diejenige Grenze ist, bei welcher Biegungen 
2p 

eintreten. Dass dies, Resultat dennoch richtig ist, muss als ein 

günstiger Zufall betrachtet werden, wenigstens vom Standpunkte 

derjenigen aus, welche nach der auseinandergesetzten Schlussweise. 

verfuhren. 

Da es sich vielmehr hier offenbar um Längen handelt, bei 

denen endliche Biegungen möglich sind, so muss man auf die 

1 
vollständigen Formeln zurückgehn, in denen noch nicht durch 

seinen angenäherten Werth — ^ ersetzt war. Zu dieser Annäherung, 

welche auf der Kleinheit der Winkel beruht, den die gebogene 
Stabaxe gegen ihre ursprüngliche Richtung bildet, hat man hier 
gar kein Recht mehr. Die vollständigen Formeln finden sich in 
§ 53 auseinander gesetzt und behandelt. Es fand sich dort, 
(indem man M nur durch ^ ersetzt) für die Länge des Stabes, 
bei welcher die Biegung beginnt 
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= f/ 






was allerdings mit dem Ausdruck / = — -j übereinstimmt. 

In Wirklichkeit also beginnt bei dieser Länge der Säule die 
Biegung; darüber hinaus aber sind die Biegungen durchaus an 
keiner Stelle unbestimmt, sondern sind durch die Formeln des 
§ 53 gegeben. Die verticale, nicht gebogene Stellung der Säule 
ist immer noch möglich; aber nur vor jener Grenze ist sie stabil, 
und sie wird labil, wenn jene Grenze überschritten wird. 

Das Gleichgewicht belasteter Säulen beruht offenbar auf zwei 
Umständen. Die Säule darf weder sich biegen, noch zerdrückt 
werden. Ersteres ist durch die Formel 



'/^<^ 



/i 7t 

Eql^ ^ "2 

bedingt. Das andere führt, wenn T die erlaubte Spannung ist, 
auf die Formel 

^9 = T, 
zur Bestimmung der Grenze für die Belastung. Aus beiden Glei- 
chung'^n zusammen sind sodann die passenden Verhältnisse zu 
ermitteln. 

Ist die Säule mit ihrem untern Ende nicht fest, sondern 
kann sich um dasselbe drehen, so würde sie bei einer kleinen 
Biegung offenbar sich so stellen, dass das belastete Ende verti- 
cal über dem unterstützten läge, und dass die Mitte der Säule 
vertical gerichtet ist. Man kann die Säule dann so betrachten, als 
wäre sie aus zwei in der oben betrachteten Weise eingemauerten 
zusammengesetzt, deren jeder nur die Hälfte der ganzen Länge 
zukäme. Man erhält also die entsprechende Formel für diesen 

Fall, wenn man im Vorigen — an die Stelle von / setzt, d. h 

man erhält die Bedingung 

Löst man diese Formel nach ^ auf, so zeigt sich für 
dasselbe eine viermal so hohe Grenze, wie im vorigen Fall; die 
Tragfähigkeit der Säule ist also vervierfacht. 



l 1/ ^^T2 < ^- 
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§ 90. Stabsysteme ohne Biegimg. 

lü der Baustatik wird die Aufgabe von Wichtigkeit, die Bie- 
gungen, Verlängerungen und Spannungen zu ermitteln, welche in 
einem beliebig combinirten Stabsystem herrschen. Denken wir 
uns der Einfachheit wegen, die Stäbe seien in ihrem Innern 
keinen äussern Kräften unterworfen, abstrahiren wir also von 
den kleinen Biegungen, welche das eigene Gewicht in denselben 
hervorruft; obwohl principielle Schwierigkeiten auch der Berück- 
sichtigung dieser letztern nicht im Wege stehen. Denken wir 
uns also zunächst ein irgendwie verbundenes Stabsystem , dessen 
geometrische Constitution gegeben ist. Die Stäbe desselben wer- 
den sich in verschiedenen Punkten treffen, und solche Verbin- 
dungspunkte sollen Knotenpunkte des Systems genannt werden. 
Offenbar ist die geometrische Anordnung- des ganzen Systems ge- 
geben, wenn die Lage der Knotenpunkte durch ihre Coordinaten 
bestimmt ist. 

Denken wir uns nun, nachdem alles in 'gegebener Weise 
fixirt ist, Kräfte eintretend, welche in den verschiedenen Knoten- 
punkten angreifen. Die Aufgabe ist, die kleinen Verschiebungen 
der Knotenpunkte, sowie die in den Stäben .dadurch entstehenden 
Spannungen zu bestimmen. 

Der einfachste Fall nun, an welchem sich der ganze Charak- 
ter des Problems bequem entwickeln lässt, ist derjenige, wo alle 
Knotenpunkte nur in die Endpunkte der Stäbe fallen; und wo 
zugleich die einzelnen Stäbe in ihren Verbindungsstellen voll- 
kommen beweglich sind. Denn in diesem Fall treten überhaupt 
keine Biegungen ein; indem sich die einzelnen Stäbe ein wenig 
verlängern, verkürzen, ihre Richtung ein wenig verändern, wird 
sich der neue Gleichgewichtszustand herstellen. 

Es ist dabei festzuhalten , dass alle diese Verschiebungen 
äusserst klein sein müssen, und dass es nur nöthig sein wird, 
ihre ersten Potenzen zu berücksichtigen. Nehmen wir also an, 
in dem einfachsten Falle, dessen soeben gedacht war, seien 
x{, t/i, Zi die ursprünglichen Coordinaten eines Knotenpunkts, 
^ky t/k» ^k ^^^ eines andern, welcher mit jenen durch einen 
Stab verbunden ist, r,^ die ursprüngliche Länge dieses Stabes. 
Nach der Verschiebung nun seien 
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^^i + w„ y, + v., 2:, + w, 
^*+ W4, y^-H- V*, «* + w* 
die veränderten Coordinaten jener Knotenpunkte, und 

^.k + 9ik 
ihre veränderte Entfernung, also q^^ die Verlängerung des Stabes, 
welcher zwischen beiden Punkten sich befand. Da offenbar 

rik = (^i — ^kY + {Vi — Vkf + [^i — ^kf 
so ist auch ähnlich: 

Aber (».^ und die u, v, w sind sehr kleine Grössen. Zieht 
man also die erste Gleichung von der zweiten ab, vernachlässigt 
die Quadrate der sehr kleinen Grössen, und dividirt endlich durch 
2r,jk, so erhält man den Ausdruck der Verlängerung des Stabes 
durch die Coordinaten der ihn begrenzenden Knotenpunkte: 

(55} Qik = 

^.* 

Aus dieser Verlängerung entsteht eine elastische Kraft, mit 
welcher der Stab sich wieder zusammenzuziehen bestrebt ist; 
dieselbe ist im Punkte i gegen den Punkt k gerichtet und um- 
gekehrt, ihre Grösse ist nach § 81: 

^ik ' 9ik • Qik 
r-ik 
wenn E^^ den Elasticitätsmodulus, g.^ den Querschnitt des betref- 
fenden Stabes bezeichnet. 

Diese Kraft fällt der Richtung nach mit der verschobenen 
Richtung von r.^ zusammen; aber da diese von seiner ursprüng- 
lichen nur sehr wenig abweicht, so kann man die obige Kraft 
auch so ansehen, als hätte sie die ursprungliche Richtung von 
r^fc. Und wenn man sie in ihre rechtwinkligen Componenteo 
zerlegen will, hat man sie nur mit den Cosinus zu multipliciren 
die r,k gegen die Axen bildet. Da nun die Projectionen von r.^ 
offenbar x,, — Xi, yj — y^, z^— z» sind, so sind die Cosinus derjenigen 
Richtung, welche vom Punkt t gegen den Punkt k gewandt ist: 

^k — ^i Vk — Vi ^k — ^t 

> y > 

^ik ^ik ^ik 

und also die im Punkte 1 wirkenden Componenten der elastischen 
Kraft : 
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-g.fc u Qik fa— ^.•) Ejk u Qik [f/k — yi) ^ik qik (>,*_' (_^k ^ . 

^ijk ^ik ^tk 

In dem Punkte i müssen sich alle Kräfte das Gleichge^ 
wicht halten, welche in demselben angreifen. Es sind dies die 
elastischen Kräfte, entsprechend allen Punkten k, welche mit 
dem Punkte t fest verbunden sind, und ausserdem die äussern 
Kräfte, welche in t angreifen, und deren Componenten ich durch 
Xi, Yi, Zi bezeichnen will. Setzen wir nun die Gleichgewichts- 
bedingungen an, d. h. lassen wir die Summen entsprechender 
Componenten verschwinden , so ergeben sich die drei Glei- 
chungen : 

X, + 2, ^' ^•■' ^" f '--"^'^ = 



(56) 



< 



r * 

^ , y Eik Qik Qik (t/k — y.) f. 

li -f- ^k - 2 " 

nk 

y , yi ^tk <lik Qik (^*— ^) f. 

A -T ^k -~2 — "• 

^ik 



In diesen Gleichungen ist nichts unbekannt als die in den 
Q vorkommenden Grössen w, v, w. Sind also n Knotenpunkte 
vorhanden, so treten im Ganzen 3n Unbekannte m, v, fv auf. 
Und ebenso gross ist die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen 
(56), wenn man für alle Knotenpunkte diese Bedingungen auf- 
stellt. 

Dennoch würde man irren, wenn man glaubte aus den 
Gleichungen (56) die 3w Grössen w, v, w bestimmen zu können. 
Denn man bildet aus ihnen leicht die sechs Combinationen: 

2;^, = 0, 2'(r,z,— z,y,) = 

2;F, = 0, 2;(Z,.r,-Z,r,) = 0. 

ZZi = 0, 2:(z,y,-r;.a:,)= 0, 

aus welchen die Unbekannten ganz verschwunden sind. Diese 
sechs Gleichungen sind nichts als die bekannten Bedingungen 
dafür, dass die äussern Kräfte sich an dem System das Gleich- 
gewicht halten. Da nun diese sechs Gleichungen bei der Bestim- 
mung der UyVyW ganz ausscheiden, so bleiben von jenen noth- 
wendig sechs unbestimmt. 

Dies ist indess in völliger Uebereinstimmung mit den Be- 
trachtungen des § 21, nach welchen immer noch auszudrucken 
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ist, dass gewisse Punkte und Richtungen, die für die vollständige 
Fixirung des Coordinatensystems nothwendig sind, unveränderlich 
bleiben. Durch solche Bedingungen werden dann immer noch 
sechs weitere Gleichungen hervorgerufen, welche mit (56) zusam- 
men zur Bestimmung der u, v, w völlig genügen. 

In den meisten Aufgaben aber gestaltet sich die Sache ein 
wenig anders. Es wird in der Regel die Lage gewisser Knoten- 
punkte von vorn herein bestimmt sein, indem dieselben an feste 
Widerlager geheftet sind; und dann sind die Gleichungen (56) 
nicht nur hinreichend, sondern sogar zur Bestimmung der 
u, V, w nicht alle nothwendig. Für die festliegenden Knoten- 
punkte nämlich sind die X, Y, Z keineswegs gegeben, sondern 
dieselben bestimmen sich erst aus den betreffenden Gleichungen 
(56), so dass einige dieser Gleichungen nichts weiter ergeben, 
als den Druck, mit dem die Widerlagen in den festgelegten Kno- 
tenpunkten widerstehen müssen. 

Als einfachstes Beispiel werde ich den Fall behandeln, wo 
eine Kraft durch mehrere in ihrem Angriffspunkt zusammenlau- 
fende Streben im Gleichgewicht gehalten wird, deren ^dere 
Enden festgehalten werden. Ich lege den Anfangspunkt in die 
Stelle, welche jener Punkt vor dem Eintreten der Beslastung 
inne hatte. Seine Coordinaten sind also anfangs Null, später 
seien sie u, v, rv. Alle andern w^, v,,, rv,, verschwinden; und sind 
^fc» t/k* ^k die Coordinaten des festen Endpunkts irgend einer 
Strebe, so wird die Verlängerung derselben aus (55): 

9k = ' 

WO jetzt der Index t ausgelassen ist, da derselbe sich niu* auf den 
einzigen Punkt m, v, w beziehen kann. Die in dieser Strebe 
erregte elastische Kraft ist: . 

_ ^kik i^^k + ^yk + ^^k) , 

^k 

Die Gleichungen (56) aber werden: 

ix =: a^^ u + a^^ V + a^^ w 
^ = «31 w + «a, t^ + «33 w, 

wo X, r, Z die Componenten der auf den betrachteten Punkt 
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wirkenden Kräfte sind, die Coefficienten a aber folgende, in Be- 
zug auf alle Streben genommenen Summen bedeuten : 

«11 = ^ — Tä — ' «23 — «32 — ^ Ti 

^k ^k 

_ ^ ^k gk Vk ^ _ ^ _ ^ ^qk^k^k 

«22 ^ Ts * «31 «12 ^ _. 3 

^k '^k 

_ ^ ^k^k Zk ^ _^ _ ^ Ek^kO^kyk 

«33 ^ „3 » «12 «21 ^ „3 

^k ^k 

Bezeichnet man durch J den aus diesen Grössen gebildeten 
Ausdruck : 

J = «11 «^22 «33 + 2 «12 «23 «31 ^ «11 «33"^— «22 «Sl^^ — «33 «12'' 

und durch ^,j etc. die Grössen: 

^11 ^^ «22 «33 «23 ' ^^23 ^^^ -^32 ^^^ «12 «13 *^11 «23 

^22 = «33 «11 — «3l^ ^31 = ^12 = «23 «21 " «22 «31 

^33 = «11 «22 — «12^ 4* = ^21 = «31 «32 — «33 «U ' 

SO ist die Auflösung der Gleichungen (57) und damit die Lösung 
des ganzen Problems durch die Gleichungen gegeben: 

A 

«_ ^ 

^^ z/3, ^ + ^3, F + ^33 Z 

A 



§ 91. Stabsysteme mit Biegung. 

Das Problem wird sehr viel verwickelter, obwohl keineswegs 
principiell schwieriger, sobald Knotenpunkte, d. h. Verbindungsstel- 
len, auch irgendwie in die Stäbe selbst, nicht blos an ihre Endpunkte 
fallen. Das allgemeine Princip wird auch hier darin bestehen, 
dass man die Verschiebungen der Knotenpunkte zunächst wie 
bekannte Grössen behandelt, aus ihnen die eintretenden elasti- 
schen Kräfte bestimmt, mit welchen die Stäbe in ihren Knoten- 
punkten reagiren , und endlich die Gleichgewichtsbedingungen für 
die in den Knotenpunkten wirkenden äussern und elastischen 
Kräfte aufstellen; Gleichungen die schliesslich genau hinreichen 
um aus ihnen die eingeführten Verscliiebungen zu bestimmen. 
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Offenbar kommt die. ganze Aufgabe auf folgendes Fundamen- 
talproblem zurück: 

Die Kräfte zu bestimmen, welche man in bestimm- 
ten Punkten des Stabes muss angreifen lassen, 
damit der Stab in einer Weise verbogen werde, 
bei welcher jene Punkte vorausbestimmte Ver- 
schiebungen erhalten. 

Dies Problem ist gewissermassen das umgekehrte von dem, 
welches in § 87 behandelt wurde, und lässt sich mit Hülfe der 
dort gefundenen Formeln leicht lösen. 

Legen wir, um Alles auf dieses Problem zurückzuführen, den 
Anfangspunkt eines neuen Coordinatensystems X, Y\ 7! in ein 
Ende des Stabes, die Z Axe in die Axe des Stabes selbst, die 
Axen X\ Y in die Hauptaxen seines Querschnitts. Dieses Coor- 
dinatensyslem sei, vermöge der Lage des betrachteten Stabes 
gegenüber dem ganzen System, mit dem Raumsystem X, F, Z 
durch die Gleichungen verbunden: 

a: = ^ •\-' K^x + a^y + uz 
y = V + ft^' + ß^y + ßz 

z = S + y,^' + yzy + y^* 

wo ^, ty, J die wirklichen Coordinaten des Endpunktes sind, in 
welchen der Coordinatenanfang der X\ Y\ Z' gelegt wurde, 
of, etc. die Cosinus der Winkel, welche die neuen Axen mit den 
ursprünglichen bilden (vgl. § 49). Nach der Biegung hat man nur 
X + «, X + w' . . . für o:, o:' . . . zu setzen, und es ergiebt 
sich, wenn man die ersten Gleichungen von den neu erhaltenen 
abzieht: 

V = ß^ii + jSjje^' + ßw 

w •=^ y^u + y^v + yw y 
oder auch, wenn man diese Gleichungen mit a^, j5j, y^ oder 
^^2» 1^2» y%' ^^^"^ ^> ß» y multiplicirl und jedesmal addirt, mit 
Rücksicht auf die in § 49 entwickelten allgemeinen Beziehun- 
gen (5), (6): 

u = cc^u + ß^v + y^w 

(5S) { V = a^u + ß^v + y^w 

w' = a u + ß V -|- y w. 



(59) 
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In dem betrachteten Stabe sollen jetzt die Knotenpunkte 
1, 2 ... n, (Ende des Stabes) in den Abständen /, , I^ + Z^» • • . 
/, + I2 ' ' ' + k von dem gewählten Nullpunkte liegen. In diesen 
Punkten mögen elastische Kräfte erregt werden, deren Componen- 
ten, nach den Axen X\ Y\ Z' folgende sind: 

i * 1 * i ' "'^2 * 2 ' 2 . • •• 

Dieselben, zerlegt nach den festen Raumaxen, geben die 
Componenten: 

z, =a, x;+ «2 y^+ccz;, x^ = a^x; + ci^ Y;+az; 
z,=y,x;+y,Y;+yz;, z,=y,x;+y,Y; + yz;, 

u. s. w. 

Man übersieht sofort, wie bei der Bildung der| Gleichge- 
wichtsgleichungen für jeden Knotenpunkt die Kräfte X, Y, Z 
zu benützen sind. Stellt man die Componenten der äussern 
Kräfte durch Ai, B^, C^, A^y B^, ^2 • • • ^^^f ^^ müssen diese 
sich mit den elastischen Kräften in jedem Knotenpunkt das Gleich- 
gewicht halten; und man hat also in jedem Knotenpunkte die 
betreffende der Componenten A, B, C, addirt zu den entsprechen- 
den Componenten X, F, Z der durch diesen Knotenpunkt gehen- 
den Stäbe gleich Null zu setzen, um die nöthigen Bedingungen 
zu finden, welche den Gleichungen (56) analog sind. 

Behalten wir bei der Allgemeinheit der Betrachtung den 
Gang des Ganzen im Auge. In den aufzustellenden Gleichge- 
wichtsbedingungen, von denen soeben die Rede war, sind die 
Verschiebungen u, v, tv die Unbekannten. Und zwar drücken 
sich zunächst die unmittelbar in jenen Gleichungen enthaltenen 
Grössen X, Y% Z aus (59) durch die Grössen X', Y\ ?! aus, die 
Grössen X\ Y\ 2! durch die w', v\ w\ endlich nach (58) die 
m', V , TV durch die m, t?, w. Man sieht wie Alles zurückgeführt 
ist auf den, in dem oben aufgestellten Fundamentalproblem zu 
begründenden Zusammenhang der X\ Y\ Z! mit den m', v\ w\ 
Und diesen endlich ermittelt man auf folgende Weise. 

Beziehen wir w^,, V» ^0' ^^^ ^^"^ Anfangspunkt, so sind 

Wo', ^ü'» V' "/' ^i'j ^^1'» K* ^'1> ^2' • • •• 

der oben gewählten Bezeichnungsweise gemäss die Verschie- 
bungen der in einem Stabe enthaltenen Knotenpunkte. Zugleich 
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sind, Xq, F/, Z/, Z,', F/, Z/ . . . die aus der elastischen Reac- 
tion entspringenden Kräfte. Man kann sich also die Biegung des 
Stabes hervorgebracht denken von den Kräften: 

— Xq f — Yq, Zq i — Ji^ , — Xjj , — z^ i etc. . 

welche in den einzelnen Knotenpunkten angreifen. 

Diese Kräfte haben einen sehr verschiedenen Effect. Die 
Kräfte — Z^, — Z/ etc. bringen nur Verlängerungen oder Ver* 
kurzungen in den einzelnen Theilen des Stabes hervor. Der 
Theil I^ , dessen Endpunkte die Coordinaten und l^ haben, vA* 
nur der Kraft — Z^ unterworfen, welche ihn zusamraenpresst» und 
er erfährt also die Verlängerung 



w. 



nfr 



Eq 



Im Knotenpunkt 1 muss ein Theil der Kraft — Z/ ange- 
wandt werden, um den vorigen Stabtheil im Gleichgewicht zu 
halten; und da die hierzu nöthige Kraft offenbar- Z^' ist, so bleibt 
die Kraft — [Z^ + Z,'), welche den zweiten Stailheil /^ zusam- 
menpresst, und diesem die Verlängerung 

/ / Zq -\- z. 

mittheilt. 

Fährt man in dieser Weise fort, so ergiebt sich allmählich 
folgendes System von Formeln. 

Eq 
Eq 
Eq 



(60) 



< 



w, 


— Wo 


n>,' 


-< 


< 


— w, 



rv. 



- W' «-1 = 



_(z;+z; + ..z;,.)/,. 



Uq 



zuletzt aber, da der letzte Stabtheil durch die auf sein Ende 
wirkende Kraft — Z/ im Gleichgewicht gehalten werden muss: 

(61) z; + z/ + z; . . . + z; = 0. 

Die Gleichungen (60), (61) genügen, um die Kräfte Z' durch 
die «;' auszudrucken. 
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Jedes der Kräftesysteme — X^, — X/ . . . — Xjl und 
— Y^, — F/ . . . — F/ hingegen bringt für sich eine ebene 
Biegung hervor. Um sie zu finden , setze ich in den Gleichungen 
des § 87 für i>,, P^ . . . einmal — Z/, - z/ ... — X,', das 
andere Mal — F/, — F/ — F/. Setzt man zugleich Jk! = 0, 
und sodann in der ersten jener Gleichungen z = und 2 == /^ , 
in der zweiten « = /^ + Z^, in der dritten z = /^ + /^ + /j etc., 
und für w, l entweder u\ X oder v, x, so erhält man die folgenden 
beiden Systeme, welche in dem vorüegenden Fall das Problem 
lösen : 

—x:[i,+i,+h...K?+ß 
— x;(/,+/3 .../„)' + «/,. +ß 



(62) 



6Eqk'u,'= —XX 



— X:[l, + . J^f + ct[l, + l,)+ß 



C,Eqk'u:= ^{h+h"Q+ß'^ 

und ein zweites System von gleicher Form, in dem nur statt der 
unbestimmten (^onslanten a, ß andere, y, d, einzuführen sind: 

f6^^x^t;;=-F;v-F; (/,+/,)«- F;(/,+/,+/3f... 

QEq^'v;= -Y;1,' —Y;[l, + l,f ... 

_F;(/,+/3...o»+y/,+(y 

QEqK^v^= —Y^l^ 

-F;(/3+...0»+y(/,+/,)+(y 



(63) \ 



Zu diesen Gleichungen treten noch die ays (26) für 2: = 
entspringenden Gleichungen, welche aussagen, dass Im Punkte 
- = o, der keinem Kraftepaar unterworfen sein soll, auch keine 



Biegung eintritt: 



ro=x//, + z; (/,+/,) + . ...r;(/,+/,..+o 

und die beiden Gleichungen: 

^^^^ Io=f;+f;+f;... + f;, 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 27 
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durch welche, mit den vorigen zusammen, ausgedrückt wird, 
dass der Stab sich im äussern Gleichgewichte hefinde. 

Die Gleichungen (62) — (65) genügen nun in der That voll- 
ständig, um die Kräfte X', r' durch die Verschiebungen w', »' 
auszudrücken; denn sie geben, die X", cc, ß, oder die Y\ y, S 
als die Unbekannten betrachtet , Systeme Hnearer Gleichungen, 
durch deren Auflösung man zum Ziel gelangt. 

Hat man für jeden Stab diese Systeme gelöst , und die Lö- 
sungen in die erstgedachten Gleichgewichtsbedingungen für die 
einzelnen Knotenpunkte eingeführt, sowie die u, v, w aus (58) 
durch die w, v, rv ausgedrückt, so bilden jene Gleichgewichtsbe- 
dingungen ein System linearer Gleichungen zur Bestimmung von 
w, V, w. Das Problem ist also auf die Lösung eines Systems 
linearer Gleichungen zurückgeführt, und somit als völlig gelöst 
zu betrachten. — 

Ich wende dies beispielsweise auf eine einfache Aufgabe 
an. Ein Stab 0,2, in dessen Mitte «sich der Punkt 1 befindet, 
liegt horizontal, seine Enden durch Widerlager gestützt. Von 
1 geht eine senkrechte Strebe aus, von 0, 2 zwei geneigte; alle 
diese treffen sich im Punkte 3, welcher eine Last P trägt. 

Legen wir die ZAxe horizontal in die Linie 12, die ^Axe 
vertical nach oben in 13. Die geometrische Gestalt des Systems 
ist gegeben , wenn man die Linien Ol = 12 = /, 13 = /' kennt. 

Die ursprünghchen Coordinaten der Punkte sind dann: 

0:0, — /; 1: 0,0; .2: 0,/; 3: tfi. 

Und von den Verschiebungsgrössen m, v, w^sind nur tig, Wj 
von Null verschieden; alle übrigen verschwinden wegen der 
Symmetrie oder wegen der äussern Bedingungen. 

Demnach geben die Formeln des vorigen § für die Streben 
03, 13, 23, welche nur gedrückt oder verlängert werden , die 
Verlängerungen ; 

_ _ ^' ^3 

^03 — (»23 — y^% ^ ^'2 
(>13 = W3 — ^1- 

Da der Cosinus von 03 oder 23 gegen die ^Axe ofTenbar 

i 

gleich ' T^xTfi '^^' ^^ ergeben sich hieraus folgende JTComponen- 
ten, welche von diesen Verlängerungen oder Zusammendrückungen 
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heiTühren, wobei nur Elasticitätsmodulus und Querschnitt der 
Eiiif'aclilieit wegen überall gleich vorausgesetzt ist: 






in 1 . : Eq "^1—^ 



Da nun im Punkt 3 die äussere Kraft P der XAxe entge- 
genwirkt, so findet sich sofort die Gleichgewichtsbedingung: 



(66) . . . G + Eq 






Der untere Stab aber wird gebogen. Ich setze voraus, eine 
Hauptaxe seiner Querschnitte sei in der Verticalebene enthalten. 
Die Biegung ist also eine ebene; und indem man die Formeln 
(62) anwendet, darin \ = l^ --- /, m/ = m/ = setzt, w/ aber 
mit Mj verwechselt, da die gewählten Coordinatenaxen ohnedies 
schon mit der Langsaxe des Stabes und einer Hauptaxe seines 
Querschnitts zusammenfallen, fmdct man: 

= — Z/.?— Z/.S/* +ß 

QEqX^u,=z _x/.?+ al+ß 

0= 2al+ß 

Nimmt man dazu noch aus (64) 

o = jr;/ + 2.Y;/, 

so ergiebt sich sofort, was man allein braucht: 

,_ 6 Eq k^ u, 

Lässt man also auch noch die Summe der auf 1 wirkenden 
.rComponenteu verschwinden, so findet sich: 

6 A* 
(67) = W3 — u^ j- Mj ; 

und demnach aus (66), (67) zusammen: 

G 



^1 
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«s 



(■+V) 




) 



f/p + f' 



6A' 



? 



Es ist leicht, indem man diese Wertlie einfuhrt, die voll- 
ständigen Ausdrücke der Kräfte X und der ihnen entsprechenden 
Spannungen niederzuschreihen. — 

In dem Vorigen ist nur noch die Eine Voraussetzung festge- 
halten worden, dass die Beweglichkeit jedes Stabes um jeden 
seiner Befestigungspunktc unbeschränkt sei. Hebt man diese 
Voraussetzung auch noch auf, so treten Kräftepaare hinzu, wel- 
che in den Knotenpunkten die Stäbe in gewisse Richtungen zu 
zwingen geeignet sind. Zugleich aber werden die Stäbe dann im 
Allgemeinen tordirt; mit Rücksicht darauf ist man im Stande 
auch für diesen allgemeinsten Fall die Betrachtung durchzuführen. 
Doch werde ich , da die Principien bereits dargelegt sind , auf 
dies noch verwickeitere Problem nicht mehr eingehen. 



§ 92. Torsion. 

Es ist schon in § 38 der Principien Erwähnung geschehen, 
auf welche eine elementare Theorie der Torsion gegründet wer- 
den muss. Denken wir uns einen Cylinder von kreisförmigem 
Querschnitt ; das eine Ende desselben wird festgehalten, das andere 
um einen Winkel (p gedreht. Eine Faser, um r von der Axe des 
Cylinders entfernt, geht in eine Schraubenlinie über, deren ganze 
Höhe /, die Länge des Stabes ist, und deren Ende bei der 
Drehung den Bogen r . g? beschrieben hat. Die Abwickelung der 
Schraubenfläche giebt also ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
grössere Kathete /, dessen sehr kleine andere Kathete r . 9 ist; 
und es ergiebt sich daraus der sehr kleine Winkel tf/, welchen 
die Richtung der Schraubenlinie gegen die Stabaxe bildet (oder 
die Tangente dieses Winkels): 

rcp 
Dieser Winkel nur muss sehr klein bleiben ; ist daher r nur 



— 421 — 

gegen / sehr klein, so kann g? eine massige Grösse, selbst meh- 
rere Umdrehungen, erreichen. 

Denken wir uns die Elemente dieser Schraubenlinie wie die 
Stufen einer Wendeltreppe. Jedes hat dann gegen das Voran- 
gehende eine kleine Seitenverschiebung erfahren, deren Grösse 
unmittelbar durch den Winkel i/; gemessen wird. Aber nach § 3 

entwickelt sich dabei in der Querschnittseinheit eine Kraft- . . --:, 

welche das Element in seine ursprüngliche Lage zurückzuziehen 
bestrebt ist; in einer Faser vom Querschnitt dq also die Kraft: 

Ell} dq Erq) dq 

T(r+^ ~ 2/(l + |ii)' 

Betrachten wir jetzt den letzten Querschnitt. Alle seine Fa- 
sern streben in ihre natürliche Lage zurück, mit Kräften, welche 
durch den gegebenen Ausdruck dargestellt, und dem Querschnitt 
parallel, gegen r senkrecht gerichtet sind. Alle diese ergeben 
das Drehungsmoment : 

(«8) ''=ü^iS^'^-' 

und diese Formel giebt sofort das Moment M der äussern Kräfte, 
welches erforderlich ist, eine Torsion um den Winkel g? hervor- 
zurufen. 

Wendet man diese Formel auf andre Querschnittsformen an, 
so ist darin die stillschweigende Voraussetzung enthalten, dass 
die Elemente des Stabes in dem Querschnitt keine Verschiebung 
erleiden. Diese Voraussetzung ist offenbar unrichtig, und die be- 
trefTenden Formeln daher nur mit grösster Vorsicht zu gebrau- 
chen; der Weg zur Aufstellung strenger Formeln ist im Frühern 
auseinander gesetzt. 

Freilich ist die Benützung der obigen Formel sehr bequem. 
Denn das hier vorkommende Integral 



JrUq =J{a^+f)dq, 



das Trägheitsmoment des Querschnitts in Bezug auf die Stabaxe, 
ist offenbar nur die Summe der oben mit x*g, X^q bezeichneten 
Integrale (§ 86), und man hat sofort: 

^^ Ecp[y^+X^)q 

2(l+fi) 
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Aber dieser Voitheil wird durch die Ungenauigkeit, wie es 
scbeiiit, mehr als aufgewogen. Jene Ungenauigkeit zeigt sich 
am unmittelbarsten bei der Betrachtung der gespanntesten Faser, 
und also bei der sehr wesentlichen Frage, wo ein Zerreissen des 
Stabes zunächst zu befürchten ist. Wäre die gemachte Voraus- 
setzung richtig, so wäre offenbar die Verschiebung , also auch die 
Spannung, in der entferntesten Faser am grössten. Schon bei 
der Betrachtung des elliptischen Querschnitts aber in § 37, wo 
sich die betreffenden Formeln gegeben finden, zeigte sich, dass 
in Wahrheit nicht die am Ende der grossen Axe, sondern die 
am Ende der kleinen Axe befindliche Faser am meisten gespannt 
ist. Es scheint daher, dass man für Querschnitte, die nur irgend 
erheblich vom Kreise abweichen, schlechterdings auf jene ge- 
nauem Formeln zurückgehen müsse. 

Fuhren wir indess w enigstens für den Kreis die Betrachtung 
durch, [n irgend einer Stelle seiner Peripherie heben wir ein 
rechtwinkliges Prisma hervor, in welchem eine Seite, dz, der 
Stabaxe, die zweite äx dem Radius parallel sein soll, während 
die dritte dy dem Bande selbst parallel ist. Auf die Flächen 
dy.dz wirken offenbar keine Spannungen; auf dx.dy wirkt, mit 
dy parallel, die Spannung: 

Et\} dx dy 

welche man erhält, wenn man in der oben angegebenen Formel 

dq = dx dy setzt. Des Gleichgewichts wegen muss zugleich eine 

Spannung : 

E'ijj dx dz 

"2(1+^ 

auf die Flächen dx dz wiiken, so dass aus den auf die letzten 
beiden Paare gegenüberliegender Flächen wirkenden Kräften sich 
zwei Kräftepaare 

E'ijj dx dy dz 

2(i-rf*) 

zusammensetzen, welche einander gerade aufheben. Legen wir 
jetzt durch das Prisma mit dx parallel einem Schnitt, wel- 
cher die Axe des Stabes [dz) unter einem Winkel cc schnei- 
det, so entsteht aus dem rechtwinkligen Parallelepipedon ein 
rechtwinklig dreiseitiges Prisma, und wenn dz eine Seite des 
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Griinddreiecks geblieben ist, so sind die andern dz . ig a, 

dz 

. Wie wir w issen , wirkt nun auf die Flache dx dz die 



cos a 

E iL} doc d *" 

Spannung -j ---^ ; auf die Flache dx dz tg cc die Spannung 

— ^ r— iü a. Soll das innere Gleichgewicht gewahrt sein, so 

2(1+^) ^ o D > 

dx dz 

müssen auf die neue Schnittfläche elastische Kräfte von 

cosa 

gleicher Grösse wirken, oder, für die Flächeneinheit, die Com- 

ponenten : 

E'üj Eifj 

cosa, — — - — - sinof. 



Zerlegt man diese Componenten nach der Richtung der neuen 
Schnittfläche und senkrecht darauf, so findet sich: 

parallel: —-— — v (cosV — sin^a) 

^ 2{l+(i) ^ ' 

• E'il> 
senkrecht: -j—, — r 2 sinw cosa. 

2(H-|it) 

Das grösste Bestreben, senkrecht zur Fläche ein Abreissen 
zu bewirken, tritt also dann hervor, wenn a = 45", wo die 
senkrechte Componente ihren grössten Werth: 

2Tr+7j 

annimmt, und dies ist also die Richtung, in welcher zunächst 
ein Zerreissen oder Zerdrücken zu befürchten ist: senkrecht gegen 
eine Ebene, welche durch den Radius des Querschnitts gelegt ist, 
und deren Neigung gegen die Stabaxe nach der einen oder nadi 
der andern Seite 45° beträgt. Die Spannung aber, welche dies 
Zerreissen oder Zerdrücken zu bewerkstelligen bestrebt ist, er- 

hält man, wenn man im obigen für if; seinen Werth —, für r 

den Radius a des Querschnitts substituirt. Nennt man wieder 
T die grösste zulässige Spannung, so darf höchstens 

Eacp 

sein, ohne dass eine Gefahr vorhanden ist. Und führt man aus 



* 
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dieser Formel den Werth von (p in (68) ein, so zeigt sich, dass 
das Drehnngsmomenl M liöcbstens den Werth: 

(69) M = T ^--^ 

haben darf. * 

9 

Fiir den Kreis war yJ^ = X* = (§ 84), so dass also das 

Integra] fr' dq den Werth (x'+A*) q 1= -^ erhält und sich 

M= T ' 

2 

als grösstes zulässiges Drehungsnioment ergiebt. Für eine ange- 
näherte Anwendung auf Querschnitte, die von der Kroisgestalt 
abweichen, wurde man den Voraussetzungen gemäss 

a 

setzen, und unter a die Entfernung des fernsten Punkts des 
Querschnitts vom Schwerpunkte desselben verstehen; welches die 
gebräuchliche Formel ist. 
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